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Einleitung

Fast jeder Student, der sich in seinem Studium mit Differentialgeometrie beschéftigt,
kennt den Begriff des Zusammenhangs (auch kovariante Ableitung genannt). Als
ich in einer Vorlesung erfuhr, dass zu jeder Riemannschen Mannigfaltigkeit genau
ein metrischer und torsionsfreier Zusammenhang existiert, war ich dariiber kaum
verwundert. Mehr noch erging es mir so, dass die restlichen Zusammenhéinge auf
der Mannigfaltigkeit bald in Vergessenheit gerieten.

Beschiftigt man sich dann mit symplektischen Mannigfaltigkeiten, so ergibt sich
eine andere Situation. Die Forderung an einen symplektischen Zusammenhang ver-
schwindende Torsion zu haben, fiihrt keinesfalls zu einem ausgezeichneten Zusam-
menhang. Vielmehr bilden die torsionsfreien symplektischen Zusammenhénge einen
Raum unendlicher Dimension. Will man hier eine Auswahl treffen, so miissen sinn-
volle weitere Forderungen gestellt werden. Diese erhédlt man zum Beispiel aus geeig-
neten Variationsprinzipien oder durch Betrachtung von zusétzlichen Gebilden auf
der Mannigfaltigkeit.

In [7] zeichnen Bourgeois und Cahen torsionsfreie symplektische Zusammenhénge
mittels Yang-Mills-artiger Funktionale aus. Diese werden dort als ,preferred sym-
plectic connections® bezeichnet. Eine hinreichende Bedingung fiir diese Zusammen-
hénge erhalten Cahen, Gutt und Rawnsley in [8] mit einer anderen Herangehenswei-
se. Die dort betrachtete weitere Bedingung der Parallelitdt des zugehorigen Ricci-
Tensors schrinkt die Vielfalt der Zusammenhénge nochmals ein. Weiterfithrende
Betrachtungen zu diesen Zusammenhéngen finden sich in [9].

Cahen und Schwachhéfer vereinheitlichen in [I0] die bekannten Resultate unter dem
Begriff des speziellen symplektischen Zusammenhangs. Wir wollen diesen Begriff je-
doch nicht so eng fassen. Vielmehr zielt der Titel der vorliegenden Arbeit darauf
ab, zahlreiche Zusammenhénge zu betrachten, die durch bestimmte Eigenschaften
ausgezeichnet und deswegen speziell sind. Des Weiteren ist nicht klar, ob die For-
derung der Torsionsfreiheit, welche von vielen Autoren gestellt wird, den Raum der
symplektischen Zusammenhénge zu sehr einschrinkt, um ausgezeichnete zu finden.
Aus diesem Grund werden wir unsere Uberlegungen nicht a priori einschréinken und
beliebige symplektische Zusammenhéinge zulassen.

Einen anderen Ansatz zum FErlangen von speziellen symplektischen Zusammen-
hdngen erhédlt man aus der Betrachtung des Raumes der vertrédglichen fast-
komplexen Strukturen. Mit einer solchen Struktur ist die symplektische Mannig-
faltigkeit dann fast-Kéhlersch und die zahlreichen Arbeiten iiber Hermitesche Zu-
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sammenhénge, wie zum Beispiel [I4], liefern grundlegend neue Gedanken. Wegen der
Geschlossenheit der Kéhler-Form fallen zahlreiche spezielle Hermitesche Zusammen-
hénge, wie etwa der Chern- oder der Bismut-Zusammenhang, zu einem kanonischen
zusammen. Wir konnen diesen Zusammenhang zu jeder vertréaglichen fast-komplexen
Struktur fixieren und miissen nur noch nach einer ausgezeichneten Struktur suchen

(vgl. auch [H]).

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in vier Kapitel, von denen das erste hauptséch-
lich der Klarung der verwendeten Begriffe dient. Auflerdem werden grundsétzliche
Eigenschaften und Resultate angegeben und zum Teil bewiesen.

Aus zwei verschiedenen Teilen besteht das zweite Kapitel. In Abschnitt BTl verfolgen
wir einen aus der String-Theorie stammenden Ansatz zur Auszeichnung von Zu-
sammenhéngen. Dort werden Hermitesche Zusammenhénge betrachtet, deren Torsi-
on, als (3,0)-Tensorfeld aufgefasst, total schiefsymmetrisch ist und nicht verschwin-
det [I3]. Diese Gedanken iibertragen wir auf symplektische Zusammenhénge. Der
zweite Teil des Kapitels dient dann dazu die verschiedenen in der Literatur definier-
ten Ricci-Tensoren und Skalarkriimmungen anzugeben und zu vergleichen.

In Kapitel Bl greifen wir die Vorgehensweise von Bourgeois und Cahen auf. Da-
zu betrachten wir ein beliebiges symplektisches oder Riemannsches Vektorbiindel.
Die Funktionale aus [7] verallgemeinern wir dann auf Zusammenhénge in dem Vek-
torbiindel. Wir geben die Euler-Lagrange-Gleichungen der Funktionale an und be-
merken, dass die Uberlegungen zu symplektischen Zusammenhéngen nun Spezialfille
sind.

Das Anliegen des vierten Kapitels ist die genauere Beschreibung des Raumes der
vertréglichen fast-komplexen Strukturen und des Raumes der Hermiteschen Zusam-
menhénge einer symplektischen Mannigfaltigkeit. Mittels der gewonnenen Erkennt-
nisse werden dann Funktionale auf dem Raum der Hermiteschen Zusammenhénge
betrachtet.

Insgesamt werden in der vorliegenden Arbeit verschiedene Ansétze und Begriffe zum
Auszeichnen von symplektischen Zusammenhéngen vorgestellt, aus anderen Blick-
winkeln betrachtet und zum Teil verallgemeinert. Daraus erhalten wir Bestimmungs-
gleichungen fiir kritische Punkte von Funktionalen, aber auch die Einsicht, dass vie-
le mogliche Funktionale keine interessanten kritischen Punkte haben. Ein zukiinf-
tiges Ziel ware nun das Finden von Losungen der aufgestellten Euler-Lagrange-
Gleichungen. Die Arbeiten von Bourgeois, Cahen, Gutt, Rawnsley und Schwachhofer
([A—[10]) liefern dazu schon wichtige Resultate. Eine Weiterfithrung der in dieser Ar-
beit angestellten Untersuchungen wére auflerdem das Studium von Funktionalen, die
mittels kanonischer Hermitescher Zusammenhénge konstruiert werden.

Abschliefend mochte ich Katharina und Lutz Habermann fiir die hervorragende Be-
treuung nicht nur wihrend der Diplomphase, sondern auch wahrend der gesamten
Studienzeit danken. Des Weiteren bin ich meiner Familie fiir die ideelle und materi-
elle Unterstiitzung dankbar. Fiir zahlreiche Diskussionen und Anregungen gilt mein
Dank auch Steffen Rudnick und vielen Mitarbeitern des Institutes fiir Mathematik
und Informatik.




Kapitel 1

Zusammenhinge auf
Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel sollen die wesentlichen Begriffe und Resultate iiber Zusammen-
hiange auf Mannigfaltigkeiten zusammengetragen werden. Fiir fehlende Beweise und

weitere Details verweisen wir auf [E], [6], [I8], [20] und [21].

Hier und in den folgenden Kapiteln wird M als differenzierbare geschlossene Mannig-
faltigkeit der Dimension m € N vorausgesetzt. Der Mannigfaltigkeit M zugeordnet
sind das Tangentialbiindel 7'M und das Kotangentialbiindel 7% M. Den Raum der
reellwertigen, beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf M bezeichnen wir mit
C*°(M). Alle hier betrachteten Funktionen seien Elemente von C*(M).

Sei E ein beliebiges Vektorbiindel iiber M und k£ € Nj. Dann bezeichnen wir den
Vektorraum der k-Formen auf M mit Werten in E mit Q(M, E). Zur Vereinfachung
setzen wir QF(M) := QF(M, M xR). Mit I'(E') bezeichnen wir die Menge der glatten
Schnitte in E, also T'(E) := Q°(M, E). Damit ist T'(T'M) der Raum der glatten Vek-
torfelder auf M. Spéter benttigen wir noch den Begriff des Endomorphismenbiindels
End (F) von E, welches wieder ein Vektorbiindel iiber M ist.

1.1 Allgemeines

Definition 1.1.1 FEin Zusammenhang in E ist eine Abbildung
Vi (X, el(TM)xT'(E) — Vx¢ eT'(F)

derart, dass fir alle X, Y € T(TM), &, x € I'(E) und f,h € C*(M) die folgenden
Beziehungen gelten.

1 Vixiny€ = fVx§+hVyE
2. Vx(E+x) =Vx&+ Vxx
3. Vx(f§) = X(f)§ + fVx¢
KAPITEL 1. ZUSAMMENHANGE AUF MANNIGFALTIGKEITEN




4 1.1. ALLGEMEINES

Den Raum der Zusammenhénge in F werden wir im Folgenden mit C(E) bezeichnen.
Zusammenhénge im Tangentialbiindel 7'M bezeichnet man auch als Zusammen-
hénge auf M.

Satz 1.1.2 Der Raum C(FE) der Zusammenhinge in E ist ein affiner Raum dber
dem Vektorraum Q'(M,End (E)).

Beweis. Seien V!, V? € C(E). Dann gilt

(Vixiny = Vixan) E=F (Vi = VX) €+ 1 (V) = V3 €,

(Vx = VX) (€ +0) = (Vx = V&) £+ (Vx = Vi) x

und

(Vi — V%) (f&) = X(f)é + [VRE — X ()€ — [VAE
=f(Vk - V%)¢.

Es folgt somit V! — V? € QY(M,End (F)). Ist nun umgekehrt V € C(E) und
¢ € QYM,End(E)), so erfiillt V + ¢ alle Bedingungen an einen Zusammenhang
und die Behauptung ist bewiesen. U

Mit Hilfe eines Zusammenhangs V konnen wir den Begriff des dufleren Differentials
d: QF(M) — QFFL(M) verallgemeinern.

Definition 1.1.3 Sei V € C(E) ein Zusammenhang. Das zu V assoziierte Diffe-
rential ist die lineare Abbildung dV : QF(M, E) — QFY(M, E), welche durch

V(@) =VENp+Erdp fir eT(E), € Q" (M)

definiert ist.

Bemerkung 1.1.4 Sei (X7,...,X,,) ein Reper auf M, das heifit ein lokaler Schnitt
des Reperbiindels von M, und (X!,..., X™) das dazu duale Reper. Dann lisst sich
dV schreiben als

VE@p) =) VxEDX Ap+ERdp.

i=1

Fiir das Differential einer reellen 1-Form ¢ € Q'(M) gilt bekanntlich
(A0)(X,Y) = X(p(V)) = Y(9(X)) = p([X,Y]) firalle X,Y & [(TM).

Diese Formel koénnen wir fiir dV verallgemeinern.

KAPITEL 1. ZUSAMMENHANGE AUF MANNIGFALTIGKEITEN
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Lemma 1.1.5 Sei p € Q' (M, E). Dann gilt

(V) (X,Y) = Vx(u(Y)) = Vy(u(X)) = u([X, Y])
fir alle X, Y € T(TM).

Beweis. Sei 0.B.d.A. p=¢® p mit £ € T(F) und ¢ € Q'(M). Dann haben wir
(d¥p) (X,Y) = (VEA @) (X,Y) + (€@ dyp) (X,Y)
= V& p(Y) = Vy& - p(X) + - dp(X,Y)
= Vx&- oY) = Vy&-p(X) + - X(p(Y))
=&Y (p(X) =& (X, Y])
= Vx(u(Y)) = Vy(u(X)) — u([X,Y])
fir X,Y € T(TM). O

Definition 1.1.6 Die Krimmung von V € C(E) ist die durch

RY(X,Y)¢ :=VxVyé — VyVx& — Vixyi
fir XY € T(TM) und &£ € T(E) definierte Form RY € Q*(M, End (E)).
Zum Verstéindnis der weiteren Uberlegungen erinnern wir daran, dass jeder Zusam-
menhang V € C(F) einen Zusammenhang in End (£) induziert. Dieser ist gegeben
durch

(VxL)§ = Vx(L§) = L(VxS)

fir L € I'(End (F)) und £ € T'(E).

Satz 1.1.7 Fiir alle V € C(E) gilt dVRY = 0. O

Zu einer glatten Kurve von Zusammenhingen V! wollen wir die Ableitung der Kurve
der zugehorigen Kritmmungen RY' berechnen.

Lemma 1.1.8 Sei V' eine Kurve in C(E) mit

V-V wnd Svt| - ¢ € QYM,End(E)) .

dt = |,
Dann gilt
Qped —ave.
dt 0

Beweis. Seien X, Y € I'(T'M) und £ € I'(E). Dann haben wir mittels Lemma [ T3
d d

T XY)E = L (VAVIE = ViVRE = Vixy)
t=0 t=0
= C(X)Vy&+ Vx (((Y)E) — C(YV)VxE — Vy (C(X)E)
— (X, Y])e

= (Vx(C(Y)) € = (Vy(¢(X))) & = C([X, Y])E
= (dV¢) (X, Y)¢.

KAPITEL 1. ZUSAMMENHANGE AUF MANNIGFALTIGKEITEN



6 1.1. ALLGEMEINES
Seien r, s € Ny. Einen glatten Schnitt des Vektorbiindels
T(T’S)(M) ::T*M@)...@T*M@TM@...@TM

VvV Vv
r-mal s-mal

bezeichnen wir als (7, s)-Tensorfeld.

In den weiteren Betrachtungen beschrinken wir uns auf Zusammenhéange V auf M.
Diese induzieren Zusammenhinge in 7 %) (M), welche wir wieder mit V bezeichnen
werden. Mit X, Y7, ... Y, € ['(T'M) haben wir insbesondere

r

(Vxa)(Yi,....Y;) =X (a(Yi,....Y;)) = Y _a(Yi,...,VxYi,....Y])

i=1
fir a € T (7Y (M)) und

T

(Vxb) (Vi,....Y,) ==V (b(Vi,.... ;) = Y b(Vi,...,VxYi,....Y})

i=1
fir b e T (T"D(M)).
Definition 1.1.9 Die Torsion eines Zusammenhangs V auf M ist die durch
TV(X,Y) :=VxY - VyX — [X,Y]

fir X, Y € T(TM) definierte Form TV € Q*(M,TM). Ein Zusammenhang V mit
verschwindender Torsion heifit torsionsfrei.

Zwischen der Torsion eines Zusammenhangs und dem &ufleren Differential einer
parallelen 2-Form besteht folgende Relation.

Lemma 1.1.10 Sei V € C(TM) und p € Q*(M) mit Vo = 0. Dann gilt
dp(X,Y, Z) = ¢ (T (X, Y), Z) + ¢ (TV(Y, 2), X) + ¢ (T¥(Z, X),Y)
fir alle X,Y, Z € T(TM).
Beweis. Seien X,Y,Z € T'(TM) und sei p € Q*(M). Mit Vi = 0 und der bekannten
Formel
A6(X, Y, Z) = X (oY, 2)) + Y (92, X)) + Z(4(X, V) (1.1.1)
fiir das Differential einer 2-Form folgt

dp(X,Y,Z) = o (VxY, Z) + ¢ (Y, VxZ) + ¢ (VyZ, X)
+0(Z,VyX)+ o (VzX,Y) + ¢ (X,VY)
—o([X,Y], Z) = o([Y, Z], X) — ¢([Z,X],Y)
= (TY(X,Y), Z)+ o (TV(Y,Z2),X) + ¢ (TY(Z,X),Y) .

KAPITEL 1. ZUSAMMENHANGE AUF MANNIGFALTIGKEITEN



1.2. METRISCHE ZUSAMMENHANGE 7

Den Raum der Zusammenhinge auf M, beziiglich derer ¢ € Q?(M) parallel
ist, bezeichnen wir mit C(T'M, ). Um diesen Raum noch genauer beschreiben
zu konnen, bezeichne End (T'M, ¢) dasjenige Unterbiindel von End (T'M), fiir das
L € T'(End (T'M, ¢)) genau dann gilt, wenn

O(LX,)Y) = —p(X,LY)

fir alle X, Y € I'(T'M).

Satz 1.1.11 Der Raum C(T'M, ) ist ein affiner Raum dber dem Vektorraum
QY M, End (T M, ¢)).

Beweis. Sei V € C(TM, ) und ¢ € QY(M,End (T'M)). Dann ist V + ¢ € C(T'M).
Weiter haben wir V 4 ¢ € C(T'M, ) genau dann, wenn

X(p(Y, 2)) = o(VxY, Z) + o(C(X)Y, Z) + (Y, Vx Z) + o(Y,((X)2)
fir alle XY, Z € ['(T'M). Dies ist aber wegen V € C(TM, ) dquivalent zu
fir alle XY, Z € ['(T M), woraus die Behauptung folgt. O

Die Kriimmung und Torsion eines Zusammenhangs stehen in folgender Relation.

Satz 1.1.12 (Bianchi-Identitét) Fir jeden Zusammenhang V auf M gilt

RY(X,Y)Z +RY(Y,Z)X + RY(Z,X)Y
=TV (TY(X,Y),Z) + TV (TY(Y, 2),X) + TV (TV(Z,X),Y)
+ (VXTY) (Y, 2)+ (VyTV) (2, X) + (VZTV) (X,Y)

fir alle XY, Z € T'(TM). O
Insbesondere haben wir im Fall eines torsionsfreien Zusammenhangs V
RY(X,)Y)Z+RY(Y,Z)X + RV (Z,X)Y =0

fir alle X, Y, Z € I'(TM).

1.2 Metrische Zusammenhinge

In diesem Abschnitt soll M zusétzlich mit einem gewissen (2, 0)-Tensorfeld versehen
werden. Die Betrachtung von dazu parallelen Zusammenhéngen fiithrt dann zu einem
ausgezeichneten Zusammenhang.

KAPITEL 1. ZUSAMMENHANGE AUF MANNIGFALTIGKEITEN
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Definition 1.2.1 FEin (2,0)-Tensorfeld g auf M heifit Riemannsche Metrik, falls g,
fiir jedes x € M eine positiv definite und symmetrische Bilinearform ist. Das Paar
(M, g) heifst dann Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Eine Riemannsche Metrik existiert auf jeder Mannigfaltigkeit. Zu gegebener Rie-
mannscher Metrik g konnen wir nun besondere Repere auszeichnen. Ein Reper
(e1,...,€m) mit

g(ei, e5) = 0y
fiir alle 7,7 = 1,..., m heiflt Orthonormalreper zu g.

Sei in diesem Abschnitt (M, g) als Riemannsche Mannigfaltigkeit vorausgesetzt.
Definition 1.2.2 FEin Zusammenhang V € C(T'M) heifst metrisch, falls Vg = 0.

Den Raum der metrischen Zusammenhénge bezeichnen wir im Weiteren mit
C(T'M, g). Nach dem folgenden Satz sind die metrischen Zusammenhinge gerade
durch ihre Torsion parametrisiert.

Satz 1.2.3 Zu jedem T € Q*(M,TM) existiert genau ein metrischer Zusammen-
hang ¥V mit TY = T. Dieser ist durch

29(VxY, 2) = X(g(Y, 2)) + Y (9(X, Z)) = Z(9(X,Y))
+9(X, Y], 2) +9(12, X],Y) +¢([2,Y], X) (1.2.1)
+9(T(X,Y), 2) + 9(T(2,X),Y) + 9(T(2,Y), X)

fir X,Y,Z € T(TM) definiert.

Beweis. Seien X,Y,Z € T(TM), sei T € Q*(M,TM) und V € ' (T®V(M))
durch (CZT)) definiert. Dann haben wir fir f € C*(M)

29 (Vx(fY),Z2) = X(f9(Y,2)) + fY(9(X, 2)) — Z(f9(X,Y))
+9(X(NY + fIX,Y], Z) + fg([Z
+9(Z(H)Y + fZ,Y],X) + fg(T(X,Y), Z)
+ f9(T(Z,X),Y) + fg(T(Z,Y), X)
=X(Ng(Y,2)+ [X(9(Y,2)) + fY(9(X, Z))
—Z(f)g(X,Y) = fZ(g9(X, ))+9(X(f)Y, Z)
+ fo([X, Y], Z) + fo(lZ, X],Y) + g(Z(

+ f9(12, Y], X) + f9(T(X,Y), Z)

+ f9(T(Z,X),Y) + fg(T(Z,Y), X)

=29(X(f)Y,2)+29(fVxY,Z) .

Es gilt also
Vx(fY) = X(/)Y + fVxY .

KAPITEL 1. ZUSAMMENHANGE AUF MANNIGFALTIGKEITEN




1.2. METRISCHE ZUSAMMENHANGE 9
Analog rechnet man die weiteren Bedingungen aus Definition [CTIl nach und erhélt

V € C(TM). V ist auch metrisch, denn wir haben

2(9(VXY,Z)+9(Y,VXZ))—X( (Y, 2)) +Y(9(X, Z)) = Z(9(X,Y))
X(9(Z,Y)) + Z(9(X,Y)) =Y (9(X, Z))
+9(IX, Y], 2) +9(12, X],Y) + 9([2, Y], X)
+9(1X, 2], Y) +9(IY, X], Z2) + 9([Y, 2], X)
+9(T(X,Y), 2) + 9(T(Z,X),Y) + g(T(2,Y), X)
+9(T(X, 2),Y) + g(T(Y, X), Z) + g(T(Y, Z), X)
=2X(9(Y,2)) .

Fiir die Torsion des gegebenen Zusammenhangs V ergibt sich nun

29 (TV(X,Y), Z) =29 (VxY,Z) =29 (VyX,Z) —29([X,Y], Z)
=X, 2)) +Y(9(X,2)) = Z(9(X,Y))
=Y (9(X,2)) - X(9(Y,Z)) + Z(9(Y, X))
+9([X, Y], 2) +¢([Z, X],Y) + 9([2. Y], X)
-9V, X],Z2) = g([Z2,Y],X) — g([2, X],Y)
+9(T(X.Y), Z) + g(T(2, X),Y) + g(T'(Z,Y), X)
(T(Y, X), 2) = 9(T(2,Y), X) = g(T'(Z,X),Y)

=2(T(X,Y), Z) .
V erfiillt somit alle geforderten Bedingungen. Sei umgekehrt V € C(T'M,g) mit

)

TV = T. Dann haben wir

XY, 2)=9g(VxY.Z)+g(Y.VxZ) , (1.2.2)
Y(9(X,2) =g(VyX,Z)+g(X,VyZ)
:g(vXKZ)_g([X’Y]’Z) (1'2°3)
—g(T(X,Y),Z) —l—g(X, VYZ>
und
Z(9(X,Y)) =g (VzX,Y)+g(X,VzY)
:g(VXZ7Y)—g([X,Z],Y)—g(T(X,Z),Y) (1'2'4)

+9(X,VyZ) —g(X,[Y, Z]) —g (X, T(Y, Z)) .

Addieren wir nun (CZZ) zu ([CZ3) und subtrahieren Gleichung ([CZA), so folgt

XY, 2)) +Y(9(X, 2)) — Z(9(X.Y))
=29 (VXK Z) +g([Y7 Z] 7X) +g([X7 Z] 7Y) - g([X7Y]72>
—|—g(T(Y, Z),X) +9<T(X7 Z>7Y) - g<T<X7 Y),Z) :

Damit ist die Behauptung gezeigt.

KAPITEL 1. ZUSAMMENHANGE AUF MANNIGFALTIGKEITEN



10 1.2. METRISCHE ZUSAMMENHANGE

Definition 1.2.4 Der metrische Zusammenhang D mit verschwindender Torsion
heifst Levi-Civita-Zusammenhanyg.

Definition 1.2.5 Der Riemannsche Krimmungstensor ist das durch
Riem(Xla X27 X37 X4) =g (RD(Xla XQ)X?)) X4)

fir Xy, Xo, X3, Xy € D(T'M) definierte (4,0)-Tensorfeld Riem auf M.
Im folgenden Satz werden einige Eigenschaften von Riem angegeben.

Satz 1.2.6 Fir Xy, Xy, X3, Xy € I(T'M) gelten die folgenden Gleichungen.

1. Riem Xl,XQ,Xg,X4 —Riem(Xg,Xl,Xg,X4)

2. Riem Xl,XQ,Xg,X4 = —Riem(Xl,Xg,X4,X3)

Riem(Xg, )(47 Xl; XQ)

( )
( )
3. Riem(X1, Xo, X3, X4)
4. Riem(X7, Xo, X3, Xy) + Riem(Xy, X3, X, X4) + Riem (X3, X1, X5, X4) =0

g

Wir wollen nun einen wichtigen Operator auf den Formen auf (M, g) definieren. Dazu

sei M orientiert, (eq,...,e,) ein Orthonormalreper in der gegebenen Orientierung
und (€', ..., e™) das duale Reper. Fiir die Volumenform d vol(M) von M haben wir
dann

dvol(M) =e' A...Ae™.

Wir setzen g auf QF(M) durch

9(9071/1) = Z @(eiu---veik>w<€i17"'7€ik>

1<y <...<ip<m

fiir o, € QF(M) fort.

Definition 1.2.7 Sei k € {0,...,m}. Der durch

o N *g) = g(p,¥)dvol(M)  fir alle ¢, € QF (M)

definierte Operator
%y 1 (M) — Q™M)

heifst Riemannscher Hodge-Operator.

Wir geben einige Eigenschaften des Riemannschen Hodge-Operators , an, welche
leicht nachgerechnet werden kénnen.

KAPITEL 1. ZUSAMMENHANGE AUF MANNIGFALTIGKEITEN
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Lemma 1.2.8 1. Fiir alle p € QF(M) gilt

*g*g‘p: (Vo

2. Fs ist
g(xg01, %g2) = g(p1, P2)
fiir alle @y, 0o € QF(M).

Mit Hilfe von *, kénnen wir einen weiteren Operator definieren.

Definition 1.2.9 Der Kodifferentialoperator
69 QML (M) — QF(M)
st durch
390 = (=1)™ x, d ¥,

fiir o € QLM definiert.

Bemerkung 1.2.10 Der Kodifferentialoperator ¢9 : Q*1(M) — QF(M) ist der
zud : QF(M) — QFFL(M) formal L*adjungierte Operator. Das heifit, fiir alle
P € QF(M) und ¢ € QF(M) gilt

/M 9(de, ) vol(M) = / 9, 5)d vol (M) |

M

Fiir das Kodifferential einer (k4 1)-Form geben wir eine Berechnungsvorschrift mit-
tels D an.

Satz 1.2.11 Sei ¢ € Q¥Y(M), D der Levi-Civita-Zusammenhang und (ey, . .., €,)
ein Orthonormalreper zu g. Dann gilt

(699) (X1, ..., Xp) = = > (De,p) (€5, X1, ..., Xp)

i=1

fir alle Xy, ..., X, € T(TM). O
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1.3 Komplexe Zusammenhinge

Sei M nun wieder eine beliebige Mannigfaltigkeit.

Definition 1.3.1 Fine Abbildung J € I'(End (T'M)) mit
JoJ= —idTM

heifst fast-komplexe Struktur auf M.

Den Raum der fast-komplexen Strukturen auf M bezeichnen wir mit J(7T'M). Ist
J e J(TM), so heifit das Paar (M, J) fast-komplexe Mannigfaltigkeit.

Bemerkung 1.3.2 Jede fast-komplexe Mannigfaltigkeit (M, J) hat gerade Dimen-
sion m = 2n. Des Weiteren induziert J eine Orientierung auf M, denn alle Repere
der Form

(X1,JXq, ..., X, JX,)

sind in der gleichen Orientierung. U
Sei im Folgenden (M, J) als fast-komplexe Mannigfaltigkeit vorausgesetzt.
Definition 1.3.3 Ein Zusammenhang V € C(TM) mit VJ = 0 heifit komplez.

Sei End, (7'M, J) das Unterbiindel von End (T'M), dessen Faser tiber x € M genau
aus den 7 € End (7,,M) mit
noldy=Jzon

besteht.
Satz 1.3.4 Ist V € C(T'M) komplex, so ist RV € Q2 (M,End, (T'M,J)). O

Satz 1.3.5 Der Raum der komplexen Zusammenhdnge ist ein affiner Raum diber
dem Vektorraum Q' (M, End, (T'M, J)).

Beweis. Sei V € C(TM) mit VJ = 0 und ¢ € QY(M,End (T'M)). Dann ist V + ¢

genau dann komplex, wenn
C(X)(JY) = JIG(X)Y

fiir alle X, Y € I'(T'M). Die Behauptung ist somit gezeigt. O
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Unter den fast-komplexen zeichnen wir wie folgt gewisse Strukturen aus.

Definition 1.3.6 FEine fast-komplexe Struktur J € J(TM) heifst integrabel, wenn
auf M ein Atlas existiert, beziiglich dessen J in jeder Karte die Gestalt

On _1n
=% o)

hat. Dabei ist 0,, die n-dimensionale Nullmatriz und 1,, die n-dimensionale Ein-
heitsmatriz.

Eine integrable fast-komplexe Struktur J heifit auch komplexe Struktur. Ist J eine
komplexe Struktur auf M, so heifit (M, J) komplexe Mannigfaltigkeit. Wir ordnen
nun jeder fast-komplexen Struktur einen bestimmten Tensor zu.

Definition 1.3.7 Der Nijenhuis-Tensor Ny € I (T*V(M)) ist durch
Ny(X)Y) = [X, Y] +JIX, Y]+ J[X,JY] - [JX, JY]
fir X, Y € T(TM) definiert.

Bemerkung 1.3.8 Nach dem Theorem von Newlander-Nirenberg [24] ist eine fast-
komplexe Struktur J genau dann integrabel, wenn N; = 0. U

Die folgenden Eigenschaften des Nijenhuis-Tensors kénnen leicht verifiziert werden.

Lemma 1.3.9 Fir alle X,Y € I'(T'M) gelten die folgenden Gleichungen.
1 Ny(X,Y) = —Ny(Y, X) = —N,(JX, JY)
2. Ny(JX,Y) = Ny(X,JY) = —JN,(X,Y)

Fiir die Torsion komplexer Zusammenhinge haben wir

Satz 1.3.10 Sei V € C(T'M) ein komplezer Zusammenhang. Dann gilt
Ny(X,Y)=-TY(X,Y) - J(TV(IX,Y)) = J(TV(X,JY)) + TV(JX,JY)
fir alle X, Y € I(TM).

Beweis. Seien XY € T'(T'M). Wegen VJ = 0 erhalten wir sofort

—TY(X,Y) = J(TV(IX,Y)) = J(TV(X,JY)) + TV(JX,JY)

= -VxY +VyX +[X,Y] - J(VyxY) +J(Vy(JX)) + J[JX,Y]
—J(Vx(UY) + I (Vi X) +J[X, Y]+ Vyix(JY) = Vi (JX) — [JX, JY]

= N)(X,Y) .
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Der vorhergehende Satz fithrt zu einer weiteren Beziehung zwischen dem Nijenhuis-
Tensor und der Torsion eines komplexen Zusammenhangs.

Satz 1.3.11 Sei V € C(T'M) wieder ein komplexer Zusammenhang und gelte
TV = AN,

fiir ein A € R. Dann ist Ny =0 oder A = —i.

Beweis. Seien X,Y € I'(T'M) und A € R. Mit den Eigenschaften von N; aus Lem-
ma [[39 und Satz [L310 folgt

Ny(X,Y)=-TY(X,Y) - J(TV(IX,Y)) = J(TV(X,JY)) + TV(JX,JY)
= —AN(X,Y) = M (N;(JX,Y)) — M (NJ(X,JY)) + AN, (JX, JY)
= —4ANJ(X,Y)

und damit die Behauptung. O

Zum Ende dieses Abschnitts wollen wir noch einige, spéter wichtige Betrachtungen
zu fast-komplexen Strukturen anstellen. Dazu sei J € J(T'M) und TcM :=TM @ C
das komplexifizierte Tangentialbiindel, das heif3t

I'(TeM) = {X +iY : X,Y e (TM)} .

Wir setzen J durch
JX +1Y) =JX +1JY

fir X,Y € T(TM) auf Tc M fort. Wegen J> = —idz.5 hat J genau die Eigenwerte
+i und —i. Die entsprechenden Eigenbiindel bezeichnen wir mit 7%°AM und T%* M.

Lemma 1.3.12 FEs gilt
r (TLOM) ={X-JX : Xel(TM)}

und

U (T%'M) = {X +iJX : X e (TM)} .

Beweis. Sei (X +1Y) € I' (TcM). Dann gilt

JX 4+1Y) =i(X +1iY) & JX+iJY =iX -Y
& Y =-JX
und
JX 4+1Y) = —i(X +1iY) & JX+1JY =—-iX+Y
& Y =JX.
Damit ist die Behauptung bewiesen. U
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Die Aufspaltung
TeM =TYM @ 7O M

von Te M induziert eine Aufspaltung des Raumes der komplexwertigen k-Formen in

O"(M,C)= @ T (A (TM)" @ A" (T M)

ptq=Fk

Eine (p, q)-Form ist dann ein Schnitt in dem Biindel AP (TY°M)" @ A (T%'M)".

1.4 Hermitesche Zusammenhinge

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir wollen nun fast-komplexe Struk-
turen betrachten, welche ¢ invariant lassen.

Definition 1.4.1 Bezeichne J(T'M,g) den Raum der fast-komplezen Strukturen J
auf M mit
g(JX,JY) = g(X,Y)

fir alle X, Y e T'(TM). Ist J € J(T'M, g), so heifst das Tripel (M, g,J) fast-Hermi-
tesche Mannigfaltigkeit. Fine fast-Hermitesche Mannigfaltigkeit (M, g,J) mit kom-
plexer Struktur J heifst Hermitesche Mannigfaltigkeit.

Sei in diesem Abschnitt immer (M, g, J) als fast-Hermitesche Mannigfaltigkeit vor-
ausgesetzt. Mit Hilfe der Riemannschen Metrik g und J € J(T'M, g) konnen wir ein
weiteres (2, 0)-Tensorfeld definieren.

Definition 1.4.2 Die Kihler-Form w € T (T®*Y(M)) ist durch
W(X,Y) = g(JX,Y)

fir XY € T'(T'M) gegeben.
Im folgenden Satz sind einige Eigenschaften der Kéhler-Form angegeben.

Satz 1.4.3 Sei (M,g,)) eine fast-Hermitesche Mannigfaltigkeit und sei w €
r (7(2’0)(M)) die zugehorige Kihler-Form. Dann gelten die folgenden Aussagen.

1. we Q*(M).
2. wlJX,JY) =w(X,Y) firale XY el'(TM).
3. 9(X,Y)=w(X,JY) firale XY eI(TM).

4. w ist nichtausgeartet.
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Beweis. Seien XY € T'(T'M). Die Aussagen 1. und 2. folgen aus

und
wJX,JY) =¢(JIX, JY)=9g(JX,)Y) =w(X,Y).
Die dritte Aussage folgt aus 2. und die vierte Aussage ist eine direkte Konsequenz

der Definition von w. O

Mit Bedingungen an die Kéhler-Form w konnen wir besondere fast-Hermitesche
Mannigfaltigkeiten auszeichnen.

Definition 1.4.4 Sei (M, g,J) eine fast-Hermitesche Mannigfaltigkeit und sei w €
O?(M) die assoziierte Kihler-Form. Ist w geschlossen, so heifit (M, g, J) fast-Kdihler-
sche Mannigfaltigkeit. Ist iberdies noch J integrabel, so wird (M,g,J) Kdihlersche
Mannigfaltigkeit genannt.

Die Betrachtung von komplexen metrischen Zusammenhéngen fiihrt uns auf

Definition 1.4.5 FEin metrischer Zusammenhang V auf M mit VJ = 0 heifst Her-
matesch.

Beispiel 1.4.6 Unter den Hermiteschen Zusammenhéngen gibt es eine Reihe von
ausgezeichneten, von denen wir hier drei angeben wollen. Fiir weitere Betrachtungen
verweisen wir auf [I4]. Sei D der Levi-Civita-Zusammenhang zu g.

Der sogenannte erste kanonische Zusammenhang V¥ aus [22] ist durch
1
VLY == DxY + 3 (DxJ)(JY) fiir X,Y € I(TM)

gegeben. V7 ist die orthogonale Projektion von D als Punkt in C(T'M, g) auf den
affinen Unterraum der Hermiteschen Zusammenhénge.

Sei
dw(X,Y,7) = —-dw(JX,JY,JZ) firx XY, ZecD(TM)

und bezeichne (d°w)™ den (2,1) + (1,2)-Anteil von d°w. Den sogenannten Chern-
Zusammenhang V¢ erhilt man aus

9 (VSY. ) =g (DxY,2) + 59 ((Dx)) (OY), 2)
+ i ((Aw)" (XY, Z) + (dw) " (X,JY,12))

fir X,Y,Z € I'(TM). Dieser ist gerade dadurch definiert, dass der (0, 1)-Teil von
V¢ mit dem Cauchy-Riemann-Operator 0 iibereinstimmt.
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Der Bismut-Zusammenhang V? ist durch

9 (VY. 7) = (DxY,2) + 59((Dx)) (OY), 2)
1

7 (@) (X.Y.2) + (d)" (X, 1Y, 7))

fir X,Y,Z € ['(TM) definiert. V? ist derjenige Hermitesche Zusammenhang, fiir
den die Differenz von Torsion und Nijenhuis-Tensor schiefsymmetrisch ist. O

Bemerkung 1.4.7 Die Integrabilitdat der fast-komplexen Struktur J einer K&hler-
schen Mannigfaltigkeit (M, g,J) ist dquivalent dazu, dass der Levi-Civita-Zusam-
menhang D komplex beziiglich J ist. Genauer gilt auf einer fast-Hermiteschen Man-
nigfaltigkeit (M, g,J) die Gleichung

29 (DxJ)Y, Z) = dw(X,Y, Z) — dw(X, JY,)Z) — g(JX, Ny(Y, Z))

fir alle X, Y, Z € T'(T'M). Der Beweis folgt direkt aus Gleichung (LI fiir dw und
den Definitionen von D und Nj. O

Lemma 1.4.8 Fir alle X,Y,Z € I'(TM) gilt

(X, Y, Z) = g ((Dxd) Y. Z) + g (DyJ) 2, X) + g (D2) X,Y) .

Beweis. Seien X,Y,Z € I'(T'M). Dann schliefen wir mittels Gleichung ([CTTl) und
der Torsionsfreiheit von D

dw(X,Y,Z) = X(w(Y,Z)) —w (DxY, Z) —w (Y, Dx Z)
+Y(w(Z, X)) —w(DyZ, X) — w(Z, DyX)
F Z(W(X,Y)) —w(DzX,Y) —w (X, DsY)
= X(9(JY, 2)) —g(UDxY,Z) — g (JY, Dx Z)
+Y(9(JZ,X)) —9(IDyZ,X) —g(JZ, Dy X)
+Z(9(JX,Y)) —g(UDzX,Y) —g(JX,DzY)
=g(Dx(JY), Z) —g(IDxY,Z) 4+ g(Dy(JZ), X)
—9gUDyZ, X)+9(Dz(JX),Y)—g(UDzX,Y)
=g9((Dx))Y,Z) +g((Dyd) Z,X) + g (D)) X,Y) .

0

Das folgende Lemma zeigt, dass Hermitesche Zusammenhénge auch mit Hilfe der
Kéhler-Form definiert werden konnen.
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Lemma 1.4.9 Sei V € C(T'M). Dann resultiert aus der Annahme von zweien der
folgenden Aussagen jeweils die dritte.

1. Vg =0.
2. VJ=0.
3. Vw = 0.

Beweis. Sei V € C(T'M). Die Behauptung folgt sofort aus

(Vxg) (Y, 2) = X(9(Y,2)) —g(VxY.Z) — g (Y, VxZ)

X(W(Y,1Z)) — w(VyY,Z) —w (Y, IVx2)

X(W(Y,1Z)) = w(VxY,1Z) —w (Y, Vx(JZ)) +w (Y, (V) Z)
(Vxw) (Y,JZ) +w (Y, (Vx)) Z)

fir alle X, Y, Z € I'(T'M). O

Jeder Hermitesche Zusammenhang erfiillt also Vw = 0. Umgekehrt kann man Hermi-
tesche Zusammenhénge auch durch Vw = 0 und VJ = 0 definieren. Dies rechtfertigt
die Bezeichnung C(T'M, w, J) fiir den Raum der Hermiteschen Zusammenhénge.

Um diesen genauer charakterisieren zu koénnen, definieren wir das Unterbiindel
End, (T'M,w,J) von End (T'M,w) durch

End; (TM,w,J) := End (T'M,w) NEndy (T'M,J) .
Aus den Sitzen [CTI1 und erhalten wir sofort

Satz 1.4.10 Der Raum C(T'M,w,J) der Hermiteschen Zusammenhinge ist ein af-
finer Raum. Der zugehdrige Vektorraum ist Q' (M, End (T M,w, J)). O

Definition 1.4.11 FEin Reper (eq, ..., es,) mil
g(eiaej) =0, fir 4,j=1,...,2n

und
Jei:eHn fur’ izl,...,n

heifit unitires Reper zu J € J(TM, g).
Wir setzen J € J(T'M, g) auf T*M durch
(Ja)(X) = —a(JX)

fir « € T(T*M) und X € T'(TM) fort. Damit ist (e!,...,e", Je!, ... Je") das duale
Reper zu (ey,...,e,,Je, ..., Je,). Weiterhin sei M mit der in Bemerkung
angegebenen Orientierung versehen.
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Bemerkung 1.4.12 Mit einem unitdren Reper (eq,...,ey,) ergibt sich fiir die
Kahler-Form
W= Z e'Ne .
i=1
Wir setzen
1 1
W=t = A A fir ke {0,...,n} .
k-mal
Wenden wir nun den Riemannschen Hodge-Operator auf w an, so erhalten wir
*gw = Z xg(e' NJe')
i=1
= e'AJel AL AT AT T AT AJeT AL A A e
_ w(nfl) )
Fiir eine fast-Kéhlersche Mannigfaltigkeit (M, g, J) folgt damit
0w = —*gd*gw:—*gdw("_l) =0.
OJ

Wir beschriinken die folgenden Uberlegungen auf eine fast-Kihlersche Mannigfaltig-

keit (M, g,J).

Lemma 1.4.13 Sei D der Levi-Civita-Zusammenhang zu g. Fiir jedes Y € T'(T M)

ist die Abbildung
X el(TM)— (Dx))Y e T(TM)

spurfrei.

Beweis. Sei (ey, ..., e9,) ein Orthonormalreper zu g und Y € I'(T'M). Dann haben

wir nach Satz [[LZT1

Tr (X — (DxJ)Y Zg (D, )Y, e;)

2n

- Z (9 (De,(JY),€5) — g (J (DY), 1))
_ Z (ei(g(JY, ) — g (JY, Deer) — g (J (DY) ye;))
=Y (ei(@(Y.e) —w (Y. Dees) —w (DY) ,e)

i=1
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Dies und Bemerkung liefern die Behauptung. U

Fiir den folgenden Satz benétigen wir noch eine Voriiberlegung.

Bemerkung 1.4.14 Sei F ein Vektorbiindel iiber der Riemannschen Mannigfaltig-
keit (M, g) und V € C(FE). Dann ist durch

(Vxp) Y := Vx(u(Y)) = p(DxY)

fir p € QY(M, E) und X,Y € I'(TM) ein Zusammenhang V in T*M ® E definiert.
Speziell erhalten wir fiir DJ € QY(M, End (T'M))

(DDJ) (X, Y) = (DxDJ) Y = DnyJ - DDXyJ .

Satz 1.4.15 Die Spur der Abbildung
Zel(TM) — (DDJ)(X,2)Y e T'(TM)

verschwindet fir alle X, Y € T'(T'M).

Beweis. Seien X,Y € I'(T'M). Wir berechnen die Spur der Abbildung in ei-
nem Punkt z € M. In einer Umgebung von z kénnen wir ein Orthonormalreper
(€1,...,e2,) so wihlen, dass (De;), =0 fiir i = 1,...,2n. In dem Punkt x € M gilt
dann

Tr (Z — (DDJ)(X, Z)Y) =Y _g((DDI)(X, e;)Y, e;)

i=1

_ Zg (Dx D)) Y, e;) — Zg ((Dpyed) Y, €:)
— Zg (DX ((DeZJ) Y) ,62‘) — Zg ((DeZJ> (DXY) ) 61')

=X (Zg ((D62J> Y, el)) - Zg ((DezJ) (DXY) ) ei) :

i=1 i=1

Mit Lemma folgt die Behauptung. O

1.5 Symplektische Zusammenhéinge

Die wichtigsten Definitionen und Sétze der symplektischen Geometrie wollen wir
in diesem Abschnitt zusammentragen. Wir beginnen mit dem Begriff der fast-
symplektischen Mannigfaltigkeit.
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Definition 1.5.1 Sei M eine Mannigfaltigkeit und w € Q*(M). Das geordnete Paar
(M,w) heifit fast-symplektische Mannigfaltigkeit, wenn w nichtausgeartet ist. Die
Form w wird dann auch fast-symplektische Struktur auf M genannt. Ist ferner w
geschlossen, so heiffit (M,w) symplektische Mannigfaltigkeit und w symplektische
Struktur.

Da w nichtausgeartet ist, erhalten wir eine notwendige Bedingung an fast-symplek-
tische Mannigfaltigkeiten.

Satz 1.5.2 Jede fast-symplektische Mannigfaltigkeit hat gerade Dimension m = 2n

und st orientierbar. O
Wie iiblich wihlen wir die Orientierung so, dass das Reper (Xi, ..., Xs,) genau dann
in der Orientierung ist, wenn w™(X,..., Xy,) > 0.

Beispiel 1.5.3 Das einfachste Beispiel fiir eine symplektische Mannigfaltigkeit ist
R2" mit

n
Wo 1= Z dz’' A dz™ T
i—1

Jedoch existiert nicht auf jeder orientierbaren, geradedimensionalen Mannigfaltig-
keit eine symplektische Struktur. Ein Beispiel dafiir ist S?* mit n > 2 [23]. U

Wir definieren nun Abbildungen, die die symplektische Struktur invariant lassen.

Definition 1.5.4 Seien (Mj,wq) und (Msy,wsy) symplektische Mannigfaltigkeiten.
Ein Diffeomorphismus f : My — My mit

f*u}2 = w1

heifst Symplektomorphismus. Ezistiert ein Symplektomorphismus f : My — M,y, so
heifsen (My,wy) und (M, ws) symplektomorph.

Damit kénnen wir einen der grundlegendsten Sétze der symplektischen Geometrie
formulieren.

Satz 1.5.5 (Darboux-Theorem) Jede symplektische Mannigfaltigkeit (M,w) der
Dimension 2n ist lokal symplektomorph zu (R**,wy). Das heifit, zu jedem x € M
existieren eine offene Umgebung U C M und eine Abbildung f : U — R** derart,
dass

f*wo =w.
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Einen Beweis dazu findet man zum Beispiel in [I7]. Die einzige lokale Invariante
einer symplektischen Mannigfaltigkeit ist somit die Dimension.

Sei in diesem Abschnitt (M, w) immer als fast-symplektische Mannigfaltigkeit vor-
ausgesetzt. Dann kénnen wir folgendermaflen spezielle Repere auszeichnen.

Definition 1.5.6 Ein Reper (e1,...,en, f1,..., fn) auf (M,w) mit
w(ei, ej) = w(fi, fj) = 0 und w(ei, f]) = 5ij
fir allei,j =1,...,n heifit symplektisches Reper.

Auf einer fast-symplektischen Mannigfaltigkeit betrachten wir nun Zusammenhénge,
welche an die fast-symplektische Struktur angepasst sind.

Definition 1.5.7 Fin Zusammenhang ¥V auf (M,w) heifft symplektisch, falls w be-
ziiglich ¥ parallel ist, das heiffit Vw = 0.

Nach Satz [LTIl ist der Raum C(T'M,w) der symplektischen Zusammenhinge auf
(M,w) ein affiner Raum iiber dem Vektorraum Q'(M, End (T'M,w)). Sei Co(T'M,w)
der Raum der torsionsfreien symplektischen Zusammenhénge auf (M, w). Dann ha-
ben wir

Lemma 1.5.8 Der Raum Cyo(TM,w) ist genau dann nichtleer, wenn (M,w) sym-
plektisch ist.

Beweis. Fiir V € Co(TM,w) folgt aus Lemma sofort dw = 0. Fiir die Umkeh-
rung verweisen wir auf [25]. O

Anders als bei metrischen Zusammenhéngen reicht es in diesem Fall nicht aus die
Torsionsfreiheit zu fordern, um einen ausgezeichneten symplektischen Zusammen-
hang zu erhalten. Genauer gilt sogar

Lemma 1.5.9 Auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M,w) kann der Raum
Co(TM,w) der torsionsfreien symplektischen Zusammenhdnge mit dem Raum
S39(M) der total symmetrischen (3,0)-Tensorfelder identifiziert werden.

Beweis. Sei V € Co(TM,w) und ¢ € Q'(M,End (T'M,w)). Dann ist
V':=V+(elC(TMuw).
Weiter haben wir fir X,Y € I'(T'M)
(X, Y] =VyY -V X
& [X,Y] = VxV +C(X)Y — Vy X — C(YV)X
& CX)Y = (V)X .

Fassen wir ¢ mittels
(XY, 7)) :=w(l((X)Y,Z)

als Schnitt von 79 (M) auf, so folgt die Behauptung. O
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Analog zum Riemannschen Fall definieren wir einen Kriimmungstensor, welcher jetzt
allerdings von der Wahl des Zusammenhangs abhéngt.

Definition 1.5.10 Der symplektische Krimmungstensor S¥ € I' (T4 (M)) zu ei-
nem Zusammenhang V € C(T'M) ist durch

SV (X17 X27 X37 X4) =W (RV(X17 XZ)X?)) X4)

fir Xy, Xo, X3, X4 € T(T'M) definiert.

Man tiberpriift leicht, dass der symplektische Kriimmungstensor die folgenden Sym-
metrien hat.

Lemma 1.5.11 Seien X1, X2, X3, X, € I(T'M) und sei V € C(T'M). Dann gilt
SY(X1, Xo, X3, Xy) = — SV( X2, X1, X3, Xy)
Ist zusdtzlich NV symplektisch, so gilt
SY (X1, Xo, X3, X4) = SY(X1, Xo, X4, X3) -

O

Als Néchstes definieren wir das symplektische Analogon zum Riemannschen Hodge-
Operator. Dazu setzen wir w wie folgt auf QF(M) fort. Sei

s=(e1,...,em)=(e1,.. . en, f1,.-, [n)

ein symplektisches Reper auf einer offenen Teilmenge U C M. Wir definieren eine
fast-komplexe Struktur J* auf U durch

Joe, = f; fiiralle 1=1,...,n.

Sind nun ¢, € QF(M), so setzen wir

w(p, ) = Z 0 (€iy,. €)Y (Sey, ..., e) .

1<y <...<ip<m

Definition 1.5.12 Sei k € {0,...,2n}. Dann definiert

w(¢1, gog)w(”) = o1 Ny fiir alle 1,0 € Qk(M)

einen Isomorphismus ., : Q¥(M) — Q¥ k(M), genannt symplektischer Hodge-Ope-
rator.

Die hier verwendete 2n-Form w™ wird auch symplektische Volumenform genannt.
Im folgenden Lemma sind einige Eigenschaften von *,, zusammengestellt. Fiir einen
Beweis verweisen wir auf [I2].
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Lemma 1.5.13 1. %, = idgk(arp) -
2. #,f = fw™  fir alle f € C=(M).
3. *x,0 = Aw™ Y fiir alle € QY(M).

A w1
AW w1

o) — o AW2 i alle ¢ € QX(M).
wn

4. *kpp =

5. s,w=wm b,
Mittels dieser Eigenschaften erhalten wir folgende Beschreibung von *,, auf Q%(M).

Lemma 1.5.14 Fliir alle ¢ € Q*(M) ist

*WSO = w(w) w)w(n_l) — 90 A w(n_Q) .

Beweis. Sei p € Q*(M). Dann haben wir

und damit
o Awrb
W(% W) = BO)
Dies und 4. aus Lemma liefern die Behauptung. O

Mit Lemma [CET4 konnen wir leicht die folgende Aussage aus [7] beweisen.

Satz 1.5.15 Fiir alle o1, o € Q*(M) gilt

(n—2)

01 A2 Aw"™D = (W1, w)w (2, w) — w(pr, 2)) w™ .

Beweis. Seien @1, py € Q*(M). Nach Lemma [C5T4 haben wir

O1 A e Aw™™ =1 Ay Aw 4 w(pa, w)p1 A W™D — o) A w(pa, w)w(n—l)
= w(p2,w)pr Aw" ™D — o1 A (w(ipz, w)w ™™ =y Aw*)
= W(sz, W)Spl /\ *ww - Spl /\ *WSOQ

= w(ipa, w)w(ip1,w)w™ — w1, o)™ .
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Einer fast-symplektischen Mannigfaltigkeit ordnen wir wie folgt eine ausgewéhlte
Klasse von fast-komplexen Strukturen zu.

Definition 1.5.16 Fine fast-kompleze Struktur J € J(TM) heifit w-vertrdglich,
falls
9g(X)Y) =w(X,JY) fir X, Y eI'(T'M)

eine Riemannsche Metrik g auf M definiert.

Den Raum der w-vertraglichen fast-komplexen Strukturen auf M bezeichnen wir mit

J(TM,w).

Satz 1.5.17 Fir jede fast-symplektische Mannigfaltigkeit (M,w) ist der Raum
J(TM,w) nichtleer und kontrahierbar. O

Einen Beweis dieses Satzes findet man zum Beispiel in [B]. Weiterfithrende Betrach-
tungen zu J(T'M,w) werden in Kapitel @l angestellt.

Der nachfolgende Satz liefert einen direkten Bezug zu den Uberlegungen aus Ab-
schnitt [C4

Satz 1.5.18 Sei (M,w) eine fast-symplektische Mannigfaltigkeit, J € J(TM,w)
und g definiert durch
9(X,Y) = w(X,JY)

fir X, Y € I(TM). Dann ist (M,qg,J) eine fast-Hermitesche Mannigfaltigkeit und
w die zugehdorige Kihler-Form. Ist (M,w) sogar symplektisch, so ist (M, g,J) fast-
Kihlersch.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass ¢ invariant unter J ist. Mit der Symmetrie von g folgt
fir alle X,Y € I'(T'M). O
Lemma 1.5.19 Ist V ein symplektischer Zusammenhang und J € J(TM,w) mit

VJ =0, so gilt
SV<X17X27JX37JX4> = SV<X17X27X37X4)

fﬁr alle Xl,XQ,Xg,X4 € F(TM)

Beweis. Dies ist eine direkte Konsequenz aus Satz [C3.4l O
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Kapitel 2

Torsion, Ricci-Tensor und
Skalarkriimmung

Das Anliegen dieses Kapitels ist zweierlei. Zum Einen wird untersucht, ob gewis-
se Bedingungen an die Torsion auf interessante symplektische Zusammenhénge
fithren. Zum Anderen werden verschiedene Begriffe des Ricci-Tensors und der Ska-
larkriimmung im Kontext der symplektischen Geometrie bereitgestellt und mitein-
ander verglichen. Mit Hilfe dieser Groflen konstruierte Funktionale werden wir in
den darauffolgenden Kapiteln untersuchen.

2.1 Torsion als 3-Form

In der String-Theorie untersucht man Hermitesche Zusammenhénge mit nichtver-
schwindender, total schiefsymmetrischer Torsion. Das heifit, man interessiert sich
fiir Hermitesche Zusammenhiinge V mit 7V # 0 und

g(TY(X,Y),Z) = —g(TV(X,2),Y) firalle X,Y,ZeD(TM).

Wie die folgenden Uberlegungen zeigen, ist dieser Ansatz im symplektischen Fall
wenig interessant. Dazu sei (M, w) eine symplektische Mannigfaltigkeit.

Satz 2.1.1 Sei V € C(T'M,w) und gelte
1 w(TY(X,Y),Z) = —w (TV(X, Z2),Y) oder
2 w(TY(X,Y),Z) =w (TV(X, Z),Y)

fiir alle X,Y,Z € T(TM). Dann ist TV = 0.

Beweis. Seien X,Y,Z € I'(T'M) und sei V € C(T'M,w). Wegen Vw = 0 kénnen wir
Lemma anwenden und erhalten

0=dw(X,Y,2)
=w (TY(X,Y), Z)+w (TV(Y.Z2),X) +w (TV(Z,X),Y) .
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Im ersten Fall ergibt sich nun

3w (TY(X,Y),Z) =0
und im zweiten

~w (TY(X,Y),Z) =0.
Da w nichtausgeartet ist, folgt die Behauptung. O
Auf keiner symplektischen Mannigfaltigkeit existiert also ein symplektischer Zusam-
menhang mit total schiefsymmetrischer und nichttrivialer Torsion.

Eine andere Moglichkeit wére nun ein J € J(T'M,w) zu fixieren und Hermitesche
Zusammenhiinge auf M zu untersuchen. Dabei kann TV dann mittels der assoziierten
Metrik g als (3, 0)-Tensorfeld verstanden werden.

Satz 2.1.2 Sei (M, g,J) eine fast-Kdhlersche Mannigfaltigkeit und ¥V ein Hermi-
tescher Zusammenhang mit

g(TY(X,Y), Z) = —g(TV(X,Z),Y)
fiir alle X,Y,Z € T(TM). Dann ist TV = 0 und J integrabel.
Beweis. Seien X,Y,Z € I'(T'M) und sei V € C(TM,w,J). Mit den Eigenschaften
von Ny aus Lemma [[39, Satz [L3T0 und der Voraussetzung folgt
gUN;(JX,Y), Z) = g(Ny(X,Y), Z)
=—g(TY(X,Y),Z) —g (JTV(JX,Y), Z)
—g(JTY(X,JY), Z2) + ¢ (TV(IX,JY), 2)
=—g(TV(X,Y),Z) +g(TV(JX,Y),)Z)
+ 9 (TYV(X,JY),02) 4+ g (TV(IX,IY), Z)
=—g(TV(X,Y),Z) + g (TY(Y,)Z),)X)
+g(TY(X,0Y),12) + g (TV(JY, Z),)X)
=—g(TY(X,Y),Z) —w (TV(Y,J2), X)
—w(TY(X,JY),Z) —w (TV(JY, 2), X) .
Mit dw = 0 erhalten wir dann aus Lemma [CLTT0
g(UIN,(JX,Y),2) = —g (TV(X,Y), Z) —w (TV(Y,)Z), X)
+w (TV(Z,X),JY)
=—g(TV(X,Y),Z) + ¢ (TY(Y,J2),)X)
+9(TY(Z,X),Y)
=g (TV(JX,Y),)Z)
=—g(JTV(X,Y),2) .

Es ergibt sich also Ny = —TV. Nach Satz [C311 kann dies nur dann der Fall sein,
wenn

TV =N, =0

und somit J integrabel ist. O
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2.2 Ricci-Tensoren

In diesem Abschnitt sollen verschiedene Definitionen des Ricci-Tensors zusammen-
getragen und die Beziehungen zwischen ihnen untersucht werden. Zunéchst sei M
eine beliebige Mannigfaltigkeit.

Definition 2.2.1 Der Ricci-Tensor ricY € I (T*Y(M)) zu einem V € C(TM) ist
durch
ricV(X,Y) :=Tr (Z — RY(Z,X)Y)

fir X, Y, Z € T'(TM) definiert.

In der Riemannschen Geometrie wird ricV insbesondere fiir den Fall betrachtet, dass
V der Levi-Civita-Zusammenhang zu einer Riemannschen Metrik g auf M ist.

Definition 2.2.2 Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Der Ricci-Opera-
tor eines Zusammenhangs V € C(T'M) ist der durch

ricV(X,Y) = g (RicV(X),Y)

fiir alle X, Y € T(TM) definierte Endomorphismus Ric¥ € I'(End (T'M)).

Bemerkung 2.2.3 Seien X,Y € I'(T'M) und sei (ey, . .., €,) ein Orthonormalreper
von (M, g). Dann ist

m

ricY(X,Y) = Zg (RY(e;, X)Y,€;) .

i=1
Fiir einen metrischen Zusammenhang V erhélt man

RicY(X) = i RY(X,e)e; .

i=1

0

Sei nun (M, w) eine fast-symplektische Mannigfaltigkeit. Dann kénnen wir wie folgt
jedem Zusammenhang in einem Vektorbiindel {iber M einen Ricci-Operator zuord-
nen.

Definition 2.2.4 Sei E ein Vektorbindel iber M und (ey,...,en, f1,..., [n) €in
symplektisches Reper auf (M,w). Der symplektische Ricci-Operator zu einem Zu-
sammenhang V € C(E) ist der durch

sRicY(¢) := RV (w)¢ = Z RY (e;, f1)§

fiir € € T(E) definierte Schnitt sRic¥ € I'(End (E)).
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Betrachten wir den Spezialfall des Tangentialbiindels iiber (M,w), so erhalten wir
den symplektischen Ricci-Tensor (vgl. [16]).

Definition 2.2.5 Sei V € C(TM) und sRicY € I'(End (TM)) der symplektische
Ricci-Operator zu V. Dann ist durch

sricV(X,Y) = w (sRic¥(X),Y)

fiir X,Y € D(TM) der symplektische Ricci-Tensor sric¥ € I’ (7(2’0)(M)) gegeben.

Mit einem symplektischen Reper (ey,...,e,, f1,..., fn) kann man den symplek-
tischen Ricci-Tensor auch schreiben als

sticV(X,Y) = SV(e;, f1, X,Y) fiir X,V € [(TM). (2.2.1)

i=1

Ist J eine w-vertrégliche fast-komplexe Struktur auf (M,w) und D der Levi-Civita-
Zusammenhang der assoziierten Metrik g, so wird sric” auch *-Ricci-Tensor der
fast-Hermiteschen Mannigfaltigkeit (M, g,J) genannt.

Lemma 2.2.6 Fiir jeden symplektischen Zusammenhang ¥V auf (M,w) ist sric¥

symmetrisch.

Beweis. Dies folgt sofort aus (ZZ1l) und Lemma [CHTT1 O

Nun wollen wir den Ricci- und den symplektischen Ricci-Tensor vergleichen.

Satz 2.2.7 Sei (M,w) eine fast-symplektische Mannigfaltigkeit, ¥V ein symplek-
tischer Zusammenhang auf M und (e, ..., en, f1,..., fn) €in symplektisches Reper.
Dann gilt

sricY(X,Y) —ricV (X, Y)

—Z(w (TY (TV (e, ), X).Y) +w ((VxTY) (e, £;),Y))

+Z (TY(TV(X, &), f;),Y) +w ((VATY) (X, ), Y))

n

+Z (TYV(TY(fi, X). &) . Y) +w ((Ve,TY) (f1,X),Y))

fir alle X, Y e I'(TM).
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Beweis. Seien X,Y € I'(T'M), sei V € C(T'M,w) und (e, ..., e, f1,..., fn) €in sym-
plektisches Reper. Mit den Eigenschaften des symplektischen Kriimmungstensors SV
aus Lemma [[3.TT] haben wir

ricV(X,Y) = Tr (Z — RY(Z,X)Y)

= i (Sv (Gi,X,}/, fz) — sV (fiaXa Y, 61))
i=1

n

= _Z (SY(X,ei, fi,Y) + SV (fi, X, e:,Y)) .
i—1

Dann folgt aus der Bianchi-Identitat (Satz [LTI2) die Behauptung. O

Insbesondere haben wir

Folgerung 2.2.8 Ist V ein torsionsfreier symplektischer Zusammenhang, so gilt

sricY = ricV. |

Fiir den Levi-Civita-Zusammenhang D einer Kéhlerschen Mannigfaltigkeit (M, g, J)
gilt demzufolge ric” = sric”.

Auch fiir den fast-Hermiteschen Fall sind Aussagen iiber die Beziehung zwischen ric”
und sric” bekannt [26], welche wir nun herleiten wollen. Sei im Folgenden (M, g, J)
eine fast-Hermitesche Mannigfaltigkeit.

Lemma 2.2.9 Sei L € I'(End (T'M)). Dann gilt

(d°DL) (X,Y)=R"(X,Y)oL—LoR"(X,Y) fir X,Y €l(TM).

Beweis. Fir X,Y,Z € T'(T'M) und L € I'(End (T'M)) erhalten wir mittels Lem-
ma [LT.H

(d”DL) (X,Y)Z = (DxDyL) Z = (DyDxL) Z — (Dix L) Z
= Dx ((DyL) Z) — (DyL) (DxZ)
— Dy ((DxL) Z) + (DxL) (DyZ) — (Dixy)L) Z
= DxDy(LZ) — Dx(L(Dy Z)) — Dy (L(Dx Z))
+ L(DyDxZ) — DyDx(LZ) + Dy(L(Dx Z))
+ Dx(L(Dy Z)) — L(Dx Dy Z)
— Dixy)(LZ) + L (Dix v 2)
= DxDy(LZ) — DyDx(LZ) — Dxy|(LZ)
— L(DxDy Z) + L(DyDxZ) + L (Dix.v Z)

und damit die Behauptung. O
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Sei im Weiteren (ey, ..., es,) ein unitidres Reper beziiglich J.

Lemma 2.2.10 Fir alle X,Y € T'(T M) ist

2n
sric? (X, Y) = Z Riem(e;, X,JY, Je;) .

i=1

Beweis. Seien X,Y € I'(T'M). Mit der J-Invarianz von ¢ und den Eigenschaften von
Riem aus Satz [L20 haben wir

2n 2n 2n
> Riem(e;, X,JY, Je;) = — Y Riem(Je;, X,JV,e) = Y Riem(JY,e;, X, Je;) .
=1 i=1 =1

Dies und 4. aus Satz [[Z0 liefern dann
2n 1 2n
> Riem(e;, X,JY, Je;) = 5 > (Riem(e;, X, JY, Je;) + Riem(JY, e;, X, Je;))
i=1 i=1
2n

1
=5 Z Riem(X,JY,e;, Je;)
i=1

= sric?(X,Y) .
Ul

Nun konnen wir die Differenz der beiden Ricci-Tensoren des Levi-Civita-Zusammen-
hangs D genauer charakterisieren.

Lemma 2.2.11 Fir alle X,Y € I'(T M) gilt

ric” (X, 1Y) = sric”(X,JY) =) g ((d"DJ) (e;, X)V,e;) .

i=1

Beweis. Seien X, Y € I'(T'M). Dann folgt mittels Lemma und Lemma ZZT0

2n
ric? (X, JY) — sric? (X, JY) = ric?(X,JY) + Z Riem(e;, X, Y, Je;)
i=1
2n
— Z (9 (RP(e;, X)JY,&;) — g (JRP (e, X)Y,&))
i=1
2n
=> g((d°DJ) (1, X)Y.e;) .

i=1
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Lemma 2.2.12 Sei ¢ € QY(M,End (TM)). Fiir alle X,Y € T(TM) gilt
(d7¢) (X,Y) = (D) (X,Y) = (D) (Y, X) .

Beweis. Seien X,Y € I'(TM) und sei ¢ € Q(M,End (T'M)). Nach Lemma
haben wir dann

(d°¢) (X.Y) = Dx(¢(Y)) = Dy({(X)) = C([X. Y))
— Dx(¢(Y)) = Dy(((X)) = { (DxY — DyX)
(DxQ)Y — (Dy¢) X

Y —
= (DOX,Y) = (DY, X)) -

Folgerung 2.2.13 Fir alle X, Y € I'(T M) gilt
ric? (X, JY) — sric? (X, JY) Zg ((DDJ) (e;, X)Y, &) .

Beweis. Mit Hilfe der Lemmas EZZT1] und erhalten wir
2n
ric? (X, JY) — sric? (X, JY) = Z (g((DDJ) (e, X)Y, &) — g ((DDJ) (X, &)Y, e;))
i=1

fir X,Y € I'(TM). Die Behauptung folgt nun aus Satz [LZTH. OJ

Bevor wir eine andere Konstruktion des symplektischen Ricci-Tensors zu einem Her-
miteschen Zusammenhang angeben konnen, benotigen wir noch einige vorbereitende
Uberlegungen.

Lemma 2.2.14 Sei V € C(TM,w,J). Dann ist sRic¥ € I' (End, (TM,J)) und
sticY (JX,JY) = sricY(X,Y)  fir X,Y € I(TM).

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz von Satz [L34l O

Definition 2.2.15 Die Ricci-Form p¥ € I' (T*9(M)) eines Hermiteschen Zusam-
menhangs V auf M ist durch

pV (X,Y) == sricY (JX,Y)
fir X, Y e I'(T'M) definiert.

Lemma 2.2.16 Sei V € C(T'M,w,J). Fiir die Ricci-Form p¥ wvon V gelten die
folgenden Aussagen.

1. p¥V e Q*(M).
2. pV(JX,JY) = pV(X,Y) fiir alle X, Y € T(TM).

Beweis. Beide Aussagen folgen direkt aus der Definition von p¥ und den entspre-
chenden Eigenschaften von sricY aus Lemma und Lemma EZ2T4 O
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Wir betrachten nun zunéchst ein Vektorbiindel £ iiber M vom Rang d und einen
Zusammenhang V in E. Zu E haben wir das Geradenbiindel A?E und darin den
von V durch

Vx(& A A& : Z& CAVRE AL NE
fir X e I'(T'M) und &, ...,&; € T'(E) induzierten Zusammenhang V.

Lemma 2.2.17 Fiir die Kriimmung von V in E und die Krimmung von V in AE
qilt
RY(X,Y) =Tr (¢ — RY(X,Y)¢)

fir alle X, Y e I'(TM).

Beweis. Wir beweisen die Gleichheit in einem fixierten Punkt z € M. Dazu sei-
en X,Y € I'(TM) und &,...,& € I'(E) mit (V§), = 0 fir i = 1,...,d und
(&N NE), #0. Dann gilt in «

RY(X,Y)E A NE)
= @X@y(& Ao NEg) — @Y@X(gl A &a) — XY] (WA ¥ )
:@X((VYgl)/\52/\---/\§d)+"'+VX(§1 ---/\gd—l/\(ngd))

—Vy (Vx&) A& A AN&) = = Vy (G A A& A (Vi)
= (VxVy&) NN A&+ + 8N A& N (VxVyEa)
—(VyVx&)NEAN L NE—- =& N N AN (VyVxéy)

= (RY(X,)Y)G)NGA NG+ 4+ &N A& A (RY(X,Y)E) -

Definieren wir Tg eRfiri,j=1,...,d durch

M&
S,

(RY(X,Y)&), (&), s

j=1
so erhalten wir

RY(X,Y)E A ANE) =T G A N+ +E A AT
=(ri+... 41N A&
=Tr (E— RY(X,Y)E) &G AL N
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Das vorherige Lemma wenden wir nun auf unsere Situation an. Dafiir benétigen wir
die Uberlegungen zur Aufspaltung des komplexifizierten Tangentialbiindels Te M aus
Abschnitt [L3 Sei V ein Hermitescher Zusammenhang auf M. Dieser ist auch ein
Zusammenhang in 7190, denn es gilt

Vx(Y —iJY) =VyY —iJVxY €T (T"M)
fir X,Y e T(T'M).

Fiir ein unitdres Reper (eq,...,e,,Jer, ..., Je,) in TM ist
(e1 —iJeyq,...,e, —iJe,)

ein Reper in TH°M. Das zugehorige duale Reper ist

1 1
<§g(-, e +idey),. .., 5g(~, e, +1J en)> ,

denn es gilt

1 1
ag(ei —1iJ €, € +iJ ej) = 5 (g(ei, ej) + ig(ei, J ej) — lg(J €, ej) — 129(.] €;, J ej))
= g(ei, &)
= 6
firi,7=1,...,n

Satz 2.2.18 Sei V € C(TM,w,J) und V der von V induzierte Zusammenhang in
ATYOM . Dann gilt ~
RY(X)Y)=—i-pY(X,Y)

fir alle X, Y € T(TM).

Beweis. Seien X, Y € I'(TM) und V € C(TM,w,J). Dann gilt wegen Satz [[34 und
Lemma 22217

RY(X,Y) Zg (RY(X,Y)(e; —iJe;), e +ile,)

:_Z(g RV XY ez’ez)+1g(Rv(X Y)eZ,JeZ))

. 3™ (g (R (X)) — g (VX Y)Jes Je)

=i g(RV(X,Y)e;, Je;)
i=1
= —i-sricV(JX,Y).

Damit ist die Behauptung bewiesen. O]
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2.3 Skalarkriimmungen

Eng verbunden mit dem Begriff des Ricci-Tensors ist die Skalarkriimmung. Auch hier
gibt es verschiedene Definitionen, welche wir nun zusammenstellen und vergleichen
wollen. Dazu sei zunichst (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Definition 2.3.1 Fir einen Zusammenhang V € C(T'M) ist die Skalarkrimmung
scalv € C=(M) durch
scal¥ := Tr (Ricv)

gegeben.

Wir gehen wie in Abschnitt vor und setzen nun (M,w) als fast-symplektische
Mannigfaltigkeit voraus.

Eine zur Riemannschen Skalarkriimmung analoge Definition der symplektischen Ska-
larkriimmung macht keinen Sinn, denn fiir jeden symplektischen Zusammenhang V
auf M gilt

Tr (sRicv) =0.

Tatséchlich haben wir mit einem symplektischen Reper (eq, ..., e,, f1,..., f,) und
den Eigenschaften des symplektischen Kriimmungstensors aus Lemma [L5.TT]

n

Tr (sRicv) = Z (w (SRiCV(ez‘)a fz) —Ww (SRiCV(fi)a ei))

i=1

- Z (Sv(ejvfjveiafi) - Sv(ej’fj’fi’ei))

=0.

Definition 2.3.2 [I6] Sei J € J(TM,w) und V € C(TM). Dann ist durch
sscal V! .= Tr (J o SRiCV)

die symplektische Skalarkrimmung sscal¥~ € C>®(M) von V beziglich J gegeben.

Lemma 2.3.3 Sei (ey,...,es,) ein Orthonormalreper beziglich der zu J €
J(TM,w) assoziierten Metrik g. Dann ist

2n
sscal V! = g sricY (e;, €;) .
i=1
Beweis. Dies folgt sofort aus

2n 2n

Tr (JosRicY) = Zg (JosRicY(e;), e) = Z w (sRicY(e;), €;) -

i=1
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Ist (M,g,J) eine fast-Hermitesche Mannigfaltigkeit und D der zugehorige Levi-
Civita-Zusammenhang, so wird sscal”” auch die *-Skalarkriimmung von (M, g, J)
genannt.

Sei w(K, L) € C*(M) fir K, L € T'(End (TM)) durch

2n
w(K,L):= Z w(Ke;, LIe;)

i=1

gegeben. Dabei ist s = (ey,...,eq,) ein symplektisches Reper und J® wie in Ab-
schnitt Die so definierte Fortsetzung von w auf End (T'M) ist nichtausgeartet.
Auflerdem ist sie symmetrisch, denn es gilt

2n
w(K,L) = Zw (Ke;, LI e;)
i=1
2n

=— Zw (KJ%e;, Le;)

i=1
2n
= Zw (Le;, KJ%e;)
i=1
=w(L,K) .
Genauso schnell sieht man
w(K,L)=w(KJ,LJ)) =w(K,JL)

fir jedes J € J(T'M,w).

Lemma 2.3.4 FirJe J(T'M,w) und V € C(TM) gilt

sscalV? = —w (SRiCV, J) .

Beweis. Sei J € J(T'M,w) und (ey,...,ey,) ein unitdres Reper zu J. Dann folgt die
Behauptung fiir alle V € C(T'M) aus

2n 2n
Tr (JosRicY) = Zw (sRicY(e;), e;) = — Z w (sRicY(e;), JJe;) = —w (sRicY,J) .

i=1 i=1

0

Die néchsten beiden Sétze liefern alternative Definitionen der symplektischen Skalar-
kriimmung fiir Hermitesche Zusammenhénge. Dazu sei (M, g, J) als fast-Hermitesche
Mannigfaltigkeit vorausgesetzt.

Satz 2.3.5 Sei V € C(TM,w,J). Dann gilt

sscalV! = 2pV (w) = 2w (p¥,w) .
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Beweis. Sei (eq, ..., ey,) ein unitires Reper. Nach Definition ist
pY(w) = ipv(eu Jei) .
i=1
Mit den Lemmas 22214 und sehen wir
2 i pY(e;,)e;) =2 z": stic (e;, €;)
i=1 i=1

n
— Z (sric¥ (e, &;) + sricY (Jey, J &)
i=1
2n
= Z stic (e;, €;)
i=1
— sscalV .

Die zweite der behaupteten Gleichungen ist offensichtlich. U

Satz 2.3.6 Sei V € C(TM,w,J). Dann gilt

1
§sscalv’Jw(”) =pV A D

Beweis. Sei wieder (e, ..., ey,) ein unitires Reper und sei (e',... e*") das dazu
duale Reper. Dann ist

n
WD ="l Adet AL AT ATE T AT ASET AL AR A
i=1
Damit und mit Satz schlieffen wir

pV Awnt = Z pY (&, Je;)w™
i=1
= p¥ (w)w™
1
= §sscalv’Jw(”) .
O

Betrachtet man speziell die symplektische Skalarkriimmung des Chern-Zusammen-
hangs aus Beispiel [LZ0 so spricht man von der Hermiteschen Skalarkriimmung
der fast-Hermiteschen Mannigfaltigkeit (M, g,J). In [I] und [II] werden die beiden
vorhergehenden Sétze fiir die Definition der Hermiteschen Skalarkriimmung benutzt.

Der Vollstandigkeit halber leiten wir eine wohl bekannte Relation zwischen der Ska-
larkriimmung und der symplektischen Skalarkriimmung des Levi-Civita-Zusammen-
hangs D einer fast-Hermiteschen Mannigfaltigkeit (M, g, J) her.
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Lemma 2.3.7 Fir alle X,Y,Z € I'(TM) gilt

g((DxA)Y, Z) = =g (Y, (DxJ) Z) .

Beweis. Dies folgt sofort aus

9(Dx(JY),Z) — g(UDxY, Z)

=g (Dx(JY), Z2) +g(DxY,JZ)

= X(g(JY,2)) —g(JY,DxZ) + X(9(Y,)2)) — g (Y, Dx(J2))
=—g9(Y.Dx(JZ)) +g(Y.JDxZ)

fir alle X, Y, Z € I'(TM). O
Sei im Weiteren (eq, ..., e,) ein Orthonormalreper zu g. Wir ben6tigen noch

Lemma 2.3.8 Fs ist

2n

g (0w, dw) = Z 9 ((Ded)ei, (D) ej) .

1,7=1

Beweis. Nach den Lemmas und 231 haben wir

2n 2n

>_(Dedyer= 3 g((Ded)essex) e

und damit

Z g ((DeiJ) €, (DejJ) ej) =g ( (D¢ J) e, Z (DejJ) ej>

1,7=1

=g ( (69w) (ex)ex, > (8w) (ek)€k>
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Nach diesen Vorbetrachtungen kénnen wir die Differenz der Skalarkriimmung und
der symplektischen Skalarkriimmung des Levi-Civita-Zusammenhangs D wie folgt
angeben.

Satz 2.3.9 Fir jede fast-Hermitesche Mannigfaltigkeit (M, g,J) gilt

1
sscal”?? — scal”? = —269J6% — g (0w, 8%w) — g (dw, dw) + ég(DJ, DJ).

Beweis. Aus Lemma erhalten wir
(d”DJ) (ei, ej) = R”(es,e5) 0 J — Jo RP(e;,€;)
fiir i, = 1,...,2n. Daraus folgt
RP (e;, ej)de; = (DeiDejJ) ej — (DejDeiJ) e;j — (D[e,,ej}J) e +J (RD(ei, ej)ej) .

Dies, Lemma Z2.T0 und Lemma implizieren

2n
sscal? — scal” = Z (9 (R (ei,e5)de;, Je;) — g (RP (e, ¢5)e5,€:))
ij 1
= Z (De;De,d) €j — (De; Ded) € — (Dyeye)d) €5, Jes)
i,7=1

Die weiteren Berechnungen erfolgen in einem Punkt x € M. In einer Umgebung von
x wihlen wir ein Orthonormalreper (eq, ..., es,) mit (De;), = 0 fiir ¢ = 1,...,2n.
Dann gilt in x € M

sscal”? — scal” = i (9 ((De;De,d) €5, de;) — g ((De;Ded) €5, Jer))
_ Z (Ded) ;) Jer) — g (Do, (Ded)ey) , Jes)
_”ZI ei (9 (Do, d) €5, 3e:)) = g (De,d) €5, Do, (Jes)))
- Zl e; (9 ((Ded) e, dei)) — g ((De,J) €, De,(Jey)))
_ Zl ei (9 ((De,d) e5,de:)) — g (D) €5, (Ded) )
—Z e; (9 ((Ded) s, der) — g (Ded) e, (Deyd) 1)) -
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Mit Lemma 237 und Vertauschung der Summation folgt daraus
2n
sscal?? — scal? = Z (ei (g ((De].J) e, Jei)) —g ((De].J) e, Dei(Jei)))
ij=1
+ Z ei (9 ((De,d) €5,de:)) + g ((Ded) €5, De, (Jey)))
i,7=1
Wir verwenden nun die Lemmas und und erhalten
2n
sscal? — scal” = Z (9 ((Ded) €5, (De,d) €;) — 2e; ((6%w) Je;)) — g (69w, 6%w)
ij 1

= Z ((Ded) ej, (De,d) €;) + 2¢; (J6%w) €7)) — g (69w, 6%w)

i,7=1
2n
= —269J0%w — g (0w, w) + Z g ((Ded) e, (De,d) &) -
ij=1

Fiir den letzten Summand ergibt sich mit den Lemmas und 37

:Z;g ((Ded) €5, (De,Jd) €:)

= A‘Q;nlg ((DeJd)ejrexn) g ((Dej.l) €, €k)

_ Zg (Ded) e ex) (doles, €1, ex) — 9 (Ded) ens ) — 9 (Do) €5, €0)
_ Zg (Do) ey, ex) (Al en ) + g (e, (Do) ) + g (65, (D))
S DD ey, enen) + g(D). DY

ij,k=1

— Z g (ej, (DeJd)er) g (ej, (De,J)ei)

i,5,k=1

und damit

2n

22 ((Dedyes, (Ded) e) = > g((De,d) ej, ex) dw (e, €5, €x) + g(DJ, DJ) .

i,j=1 i,5,k=1
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Die abschliefende Uberlegung mittels Vertauschung der Summation ist

2n
Y 9((Ded)ej en) dw (e, e, e)

(9((Ded)ej,en) + 9 ((De,d) ex,e:) + g ((Ded) €5, ¢5)) dw(ey, e, ex)

Insgesamt haben wir

sscal?? — gcal?
2n
1 1
= —26J0%w — g ($w, w) + ag(DJ, DJ)+ ) Z g ((De,Jd) e, er) dw (€5, €, €x)
ij,k=1

1
= —209)0%w — g (0w, 09w) + ig(DJ, DJ) — g(dw, dw)

und damit die Behauptung.
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Kapitel 3

Symplektische Yang-Mills-Theorie

In diesem Kapitel sollen Yang-Mills-artige Funktionale von Zusammenhingen in
Vektorbiindeln iiber einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M, w) untersucht wer-
den.

3.1 Vorbereitungen

Die Uberlegungen zum symplektischen Hodge-Operator aus Abschnitt motivie-
ren eine allgemeinere Herangehensweise in Vektorbiindeln.

Wir betrachten ein beliebiges reelles Vektorbiindel E iiber (M, w) und das zugehori-
ge Endomorphismenbiindel End (£). Weiterhin sei b € I'(E*® E*) eine Riemannsche
oder symplektische Struktur in £. Dann kann b mit Hilfe eines Orthonormal- bezie-
hungsweise eines symplektischen Repers auf End (F) fortgesetzt werden. Es ergibt
sich, dass b auf jeder Faser End (F), eine nichtausgeartete symmetrische Bilinear-
form ist.

Wir wollen b jetzt auf k-Formen mit Werten in End (£) ausdehnen. Dabei wird, wie
schon vorher, kein neues Symbol eingefiihrt, da aus dem Zusammenhang jeweils klar
wird, welches b gemeint ist.

Definition 3.1.1 Se:
(lua V) - Qk‘(M,End (E)) X QI(M’End (E)) —s b(,l,L/\ I/) c QkJrl(M)

die durch
b€ @ p Ax ® 1) :=b(§, x)p A
fiir £, x € T(End (E)), ¢ € Q¥(M) und ¢ € Q' (M) definierte bilineare Abbildunyg.

Nutzt man noch die Fortsetzung von w auf QF(M), so fithrt dies auf eine weitere
Abbildung.
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Definition 3.1.2 Se:

(1, p2) € QF(M,End (E)) x Q¥(M,End (E)) +— b(uy, p2) € Q°(M)

die durch
b(&1 @ 1,82 ® a) 1= b(&1, §2)w (1, v2)

fiir &,& € T(End (E)) und @1, o € QF(M) definierte bilineare Abbildunyg.

Mit Hilfe dieser beiden Abbildungen kénnen wir nun einen Hodge-Operator auf den
Formen mit Werten in End (F) definieren.

Definition 3.1.3 Fir k € {0,...,2n} sei
1 QF(M,End (E)) — Q*%(M,End (E))
der durch
b(ge1, pr2)w™ = by A xpg)  fiir alle  pq, po € (M, End (E))

definierte Homomorphismus.

Der gerade definierte Hodge-Operator lasst sich auf den symplektischen Hodge-
Operator zuriickfithren und ist insbesondere ein Isomorphismus. Genauer gilt

Lemma 3.1.4 Fiir alle £ € T'(End (E)) und ¢ € QF(M) ist

*(E®p) =ER@*,0 .

Beweis. Seien &, @ 1, & @ py € QF(M, End (E)). Dann ist

(&1 ® 91,6 ® pa)w™
(&1, &)w(epr, p2)w™
(&1, 62)01 A *uip2

(&1 ® 1) A (&2 @ *up2)) -

b((§1 ® ¢1) A *(§2 @ p2))

b
b
b
b

Da & ® @1 beliebig gewihlt war, folgt daraus die Behauptung. U
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Nun wollen wir Satz [CEIH auf Q*(M, End (F)) ausdehnen. Dafiir bendtigen wir
noch die Fortsetzung von w als bilineare Abbildung

(1) € QF(M, End (E)) x Q*(M) = w(p, ¢) € [(End (E)) .
Diese sei durch
w(§ ® 1, pa) = w(p1, p2)€
fiir £ € T(End (E)) und ¢y, oy € QF(M) definiert.

Folgerung 3.1.5 Seien pu1, uz € Q*(M,End (E)). Dann gilt

b(pn A i) A w2 = (b(w(p, w), w (2, w)) = blpa, pa)) w™ .

Beweis. Wir konnen o0.B.d.A. u; = & ® ¢ und ps = & @ o annehmen. Mit
Satz [LA.TH folgt

gla §2)S01 AT w(n_Q)
gla §2) (W(Spl, W)W(QOQ’ w) _ W(ﬁpl, ¢2)) w(n)

b(pu1 A piz) A" = b(
b(
(b(w (1, w)é1, w(2,w)E) — b(ér, E)w (i, pa)) w™
(b(w(p1,w), w(p2,w)) = b, pa)) w™ .

O

Wir betrachten im Folgenden Zusammenhénge in £ und deren induzierte Zusam-
menhénge in End (E).

Definition 3.1.6 Sei C(F,b) C C(E) der Raum aller Zusammenhdnge ¥V in E mit
Vb=0.

Im Weiteren sei immer V € C(E,b) vorausgesetzt.

Lemma 3.1.7 Fiir alle p € Q¥(M,End (E)) und v € QY (M, End (E)) gilt

d(b(uAv)) =b(AVuAv) + (=1)"b (uAdVv) .

Beweis. Seien &, x € I'(End (E)). Wegen V € C(F,b) haben wir
d(b(€,x)) (X) = X(b(&,x)) =b(Vx&,x) +b(§, Vxx) firalle X eT(TM),

also
d(b(&,x) =b(VE x)+b (&, V) -
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Ist pt=¢6®pund v = x ® ¥, so gilt demnach

d(b(u Av)) =d(b(&, x)p A )
= d (b(¢, X)) A e A +b(&, x)dp A+ (=1) b€, X)p A dh
=b(VEAX) AN AP +DB(EAVX)ApAY
+b(&,x)de A v+ (1) b(&, ) A dip
=b(VEAX) A Ay +b(§x)dp Ay
+ (=1 (p AB(EAVX) At +b(&, x)p A de)
=b(dYuAv)+ (=1)*b (LAdYY) .

Definition 3.1.8 Sei die Abbildung
§V QY (M, End (E)) — QF(M,End (E))

durch
oV = (—1)'ngl xdVx

gegeben.

Der folgende Satz besagt, dass §¥ : Q¥"1(M, End (E)) — Q%(M, End (E)) der formal
adjungierte Operator zu dV : QF(M, End (E)) — QF(M, End (E)) ist.

Satz 3.1.9 Fiir alle p € QF(M,End (E)) und v € Q*™Y(M,End (E)) gilt
/ b (dv,u, 1/) w® = / b (,u,évu) w™
M M

Beweis. Nach Lemma [[LD. 3 ist #* = id. Mit dem Satz von Stokes sowie Lemma 3. 1.1
haben wir

- (_1)k+1/ b(uAxxd" xv)
M

= (—1)"! / b (1, #d¥ * v) w™
M

fiir 4 € QF(M,End (E)) und v € Q¥1(M, End (E)). O
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Weiterhin haben wir

Lemma 3.1.10 Fiir alle ¢ € QY(M,End (E)) gilt
V(= —w (dVC,w) .
Beweis. Sei ¢ € Q' (M, End (E)). Nach Lemma [[513 ist dann
¢ = Awm D
Mit dw = 0 folgt

Ve =—xdV x(
= —xdV (C /\w("_l))
= — % (dV¢ Aw™D)
= — x (dvc A *ww)

3.2 Allgemeine Situation

Wir stellen uns jetzt die Frage, ob wir spezielle Zusammenhénge aus C(FE,b) aus-
zeichnen konnen. Mit Hilfe von RV, sRicY und b definieren wir zwei Funktionale
vom Yang-Mills-Typ und berechnen ihre Euler-Lagrange-Gleichungen.

Seien die Funktionale [; : C(E,b) — R fiir j = 1,2 durch

L(V):= /M b (RY,RY)w™

und
(V) = / b (sRic", sRic") w™
M

gegeben. Dann haben wir

Satz 3.2.1 Ein Zusammenhang V € C(E,b) ist genau dann ein kritischer Punkt
von I, wenn d¥ « RY = 0.

Beweis. Sei V € C(E,b) und V! eine Kurve in C(E,b) mit
0 d o 1
Vi=V und —V =(e€Q(M,End(F)).
dt — |,_,
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Dann erhalten wir mittels Lemma und Satz B9

d

d t t
7 t — —b ( \Y \Y > (n)
#h ()] | Ge(Er W
= / b (dV¢, RY) w™
M
= 2/ b (¢,6VRY) w™
M
= 2/ b (C,*dv *RV) w™
M
Da die Kurve und damit ¢ beliebig gewéhlt war, folgt die Behauptung. O

Satz 3.2.2 Die kritischen Punkte des Funktionals I sind genau die Zusammen-

hinge V € C(E,b) mit VsRic¥ = 0.

Beweis. Seien V und V! wie im Beweis von Satz B.22Z1 Leicht sieht man
sRicY' = w (th, w) .

Mittels Lemma [LT8 Satz und Lemma B.T.T0 erhalten wir
Wt

o d Vt . vt
_/M&b (w (R ,w),sRlc )t:O
= 2/ b (w (dvg“,w) ,sRicv) w™
M
= —2/ b (6V¢,sRicY) w™
M

= —2/ b (C,dvsRiCV) w™
M

d
P (V")

n)

t=0

Da sRicY € I'(End (E)) und damit dVsRicY = VsRicV, folgt die Behauptung. [

Auf zwei verschiedenen Wegen zeigen wir jetzt, dass die Euler-Lagrange-Gleichungen
von [ und I, ibereinstimmen. Dazu definieren wir das Funktional I3 : C(E,b) — R

durch
I3(V) := / b(RVARY) Aw"?) .
M

Satz 3.2.3 Fir alle V € C(E,b) gilt

[,(V) = (V) = I3(V) .
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Beweis. Aus Folgerung BZILH erhalten wir fiir ein V € C(E, b)

I3(V) = /Mb (RV /\RV) A w2
= /M (b (W (Rv’w) ;W (Rv,u))) —b (RV7RV)) (™

= / (b (sRicY,sRic¥) —b (RY,RY)) w™
M

= 1(V) = L(V).

Satz 3.2.4 Das Funktional I3 : C(E,b) — R ist konstant.

Beweis. Seien V und V! wieder wie im Beweis von Satz B2l Mit Satz [CT7 Lem-
ma B4 und dem Satz von Stokes erhalten wir

i t _ g \ vt> (n—2)
7l (V)] = /M =b (R AR ) Aw 3
= 2/ b (dY¢ARY) Aw!™™?
M
= 2/ d(b(¢ARY))Awr?
M
= 2/ d(b(¢ARY) Aw"?)
M
=0.
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Folgerung 3.2.5 FEin Zusammenhang V € C(E,b) geniigt genau dann der Glei-
chung VsRicY = 0, wenn d¥ x RV = 0 gilt.

Beweis. Dies ist eine direkte Konsequenz aus den Sétzen und BZ4 Dennoch
wollen wir hier noch einen anderen Beweis angeben. Unter Beachtung von Lem-
ma B4 erhalten wir aus Lemma [C2.T4

*RY = w (RV, w) Q@ w™ D — RV A w2
= sRic¥ @ ™V — RV Aw™2
Mit dw = 0 und Satz [LT haben wir
AV (RY Aw™) = (dYRY) Aw"™@ + RV Adw™™? = 0.
Es gilt also
dV«RY =dV (sRicv ® w("_l)) = VsRicY Aw®™™ |

Mit Lemma folgt
+dY * RY = VsRicY

und daraus die Behauptung. O
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3.3 Einschrinkung auf torsionsfreie Zusammen-

hinge

Die vorherigen Uberlegungen sollen nun spezieller weitergefithrt werden. Dazu
betrachten wir das Tangentialbiindel T'M einer symplektischen Mannigfaltigkeit
(M,w). Das zugehorige Endomorphismenbiindel End (T'M) sei versehen mit w €
['(End (TM)* ® End (TM)"), wie in Abschnitt angegeben. Weiter sei s =
(e1,...,€n, f1,..., fn) ein symplektisches Reper und J® wie in Abschnitt [[H definiert.
Dann koénnen wir s auch als unitéres Reper (eq, ..., es,) beziiglich J* auffassen.

Untersuchen wir nun die Funktionale aus Abschnitt auf dem Raum C(T'M,w)
der symplektischen Zusammenhénge, so erhalten wir einen Spezialfall der dortigen
Uberlegungen mit den gleichen Euler-Lagrange-Gleichungen.

In [7] betrachten die Autoren die Einschrankungen der Funktionale I; und I5 auf den
Raum Co(T'M,w) der torsionsfreien symplektischen Zusammenhinge. Wir wollen
die dort nur angegebenen Resultate hier beweisen. Bevor wir dies tun konnen, sind
jedoch einige Vorbetrachtungen nétig.

Definition 3.3.1 Die durch
(ca)(X,Y,Z) := % (a(X,Y,Z2)+a(Y,Z,X)+a(Z,X,Y))
fir a € T (T@O(M)) und X,Y,Z € T(T'M) definierte Abbildung
7T (TOI() — T (T09(a1)
heifit Bianchi-Projektor.
Lemma 3.3.2 Seia € I' (T®Y(M)). Dann gilt genau dann oca = a, wenn
a(X,Y,7) = alY, Z,X)
fir alle XY, Z € T(TM).

Beweis. Seien X,Y,Z € T(T'M) und sei a € I' (T®9(M)). Aus oa = a folgt sofort

a(X,Y,Z) == (a(X,Y,2)+a(Y,Z,X)+a(Z,X,Y)) = a(Y, Z, X) .

1
3
Sei nun umgekehrt

a(X,Y,Z)=alY,Z,X) .

Dann haben wir
1
(U&)(X,KZ) = g ((Z(X,KZ) +Q(Y,Z,X) +Q(Z,X,Y)) = a’(vavaz)

und damit die Behauptung. U
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Wir setzen J € J(T'M) auf I' (T®9(M)) durch
Ja)(X,Y,Z) := —a(JX,JY,)Z) firx X,Y,Z €D (TM), acT (T®O(M))

fort. Die folgenden Eigenschaften des Bianchi-Projektors rechnet man einfach nach.

Lemma 3.3.3 1. coo=o0.
2. Fir alle a,b € T (T®O(M)) gilt
w(oa,b) = w(a,ob) .
3. Fiir jedes a € T (T®Y(M)) und jede fast-kompleze Struktur J auf M gilt
o(Ja) = J(oa) .

Mit T2°(M) bezeichnen wir den Raum der (3,0)-Tensorfelder a mit
a(X.Y,Z) = a(X,Z,Y)

fir alle X, Y, Z € I'(T'M).

Lemma 3.3.4 T*°(M) ist invariant unter o und jedem J € J(TM).

Beweis. Sei a € T2°(M) und J € J(TM). Dann gilt

(ca)(X,Y,Z) ==z (a(X, Y. Z)+a(Y,Z,X)+a(Z,X,Y))

und
(Ja)(X,Y,Z) = —a(JX,JY,JZ) = —a(JX,)Z,JY) = (Ja)(X, Z,Y)
fir X,Y,Z € T(TM). 0
Sei
Oy 1= U’TS’O(M) CTH(M) — T2O(M) .
Fiir den Unterraum S*°(M) C T29(M) der total symmetrischen (3, 0)-Tensorfelder
gilt dann
S*(M) ={a e T(M) : c.a=a} .
Genauer haben wir sogar

Lemma 3.3.5 Es gilt
S*(M) = imo, .

Beweis. Sei zuniichst a € S*°(M) vorausgesetzt. Dann gilt nach Definition o.a = a,
und damit a € imo,. Gilt umgekehrt a € imo,, so existiert ein b € T>°(M) mit
o.b = a. Mittels Lemma haben wir dann

a=o0b=0c,00.b=0.a.

Die Behauptung ist damit bewiesen. O]
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Mit diesen Vorbetrachtungen erhalten wir

Satz 3.3.6 Fliir a € T>°(M) gilt genau dann o.a =0, wenn

w(o.b,a) =0 fir alle be T>(M) .

Beweis. Sei a € T2°(M) mit o.a = 0 und sei b € T>°(M) beliebig. Dann folgt aus
Lemma
w(owb,a) =w(b,o.a) =0.

Sei nun J eine w-vertriigliche fast-komplexe Struktur und a € T2°(M) derart, dass
w(ow,a) =0 fiiralle be T>(M).
Insbesondere gilt dann nach Lemma und Lemma B34
0 =w(o(ox0Ja),a) =w((o.a),0.a) = —g(o.a,0.a) .
Folglich ist o.a = 0 und die zwei behaupteten Implikationen sind bewiesen. O

Mit diesem gewonnenen Wissen kénnen wir uns nun wieder den Funktionalen aus [7]
zuwenden. Dazu seien I{ und I3 die Einschrinkungen der Funktionale I; und I, aus

Abschnitt auf Co(T'M,w).
Der Argumentation in den Beweisen zu den Sétzen BZZTl und kénnen wir
auch fiir die Funktionale I{ und I3 folgen. Wir identifizieren Q!(M, End (T'M)) mit
[ (T@GO(M)) vermoge

a(X,Y, Z)=w(X)Y,Z) fir XY, Zel(TM).

Nach Lemma [[Ed ist dann der Tangentialraum an Co(7'M,w) in jedem Punkt der
Raum S*0(M).

Folgerung 3.3.7 Fin ZusammenhangV € Co(TM,w) ist genau dann ein kritischer
Punkt des Funktionals I?, wenn

/ w (a,*d" « RY) w™ =0 firale acS*°(M).
M
Des Weiteren ist V € Co(TM,w) genau dann ein kritischer Punkt von I3, wenn
/ w (a, VsRicY) w™ =0 firalle a€S*(M).
M
O

In Folgerung wurde VsRicY = «dV x RV gezeigt. Somit geniigt es eine Bedin-
gung fiir die beiden Funktionale I{ und IY zu betrachten. Wir wiithlen die zweite.
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Sei V € C(T'M,w), L € T'(End (T'M)) und sei ¢ € I' (T*9(M)) durch

w(L(X),Y)=c(X,Y) fir XY eI'(T'M)
definiert. Dann haben wir

w((VxL)Y, Z)

=w(Vx (L(Y)),Z2) —w(L(VxY), Z)

=X (w(L(Y),2)) —w(L(VxY),Z) —w(L(Y), VxZ)
=X (c(Y,2))—=cV(VxY,Z)—c(Y,VxZ)

= (Vxe) (Y, Z)

fir X,Y,Z € I'(T'M). Insbesondere ist
VsRicY(X,Y, Z) = (VysricY) (Y, Z) fir X,Y,Z e T(TM).

Mit Lemma folgt VsRicY € T3O(M).

Satz 3.3.8 Ein ZusammenhangV € Co(T'M,w) ist genau dann ein kritischer Punkt
der Funktionale I? und I3, wenn

o, (VsRicY) =0. (3.3.1)

Beweis. Wegen Folgerung B37 und unter Beachtung von Folgerung erhalten
wir

w (a,VsRicY) =0 fiir alle a € S*°(M)

als Bedingung dafiir, dass V € Co(TM,w) ein kritischer Punkt der Funktionale I
und I3 ist. Diese ist nach Lemma und wegen VsRicY € T3(M) zu

w (0.b, VsRicY) =0 fiir alle b€ T>(M)
dquivalent. Benutzen wir nun noch Satz B30, so erhalten wir die Gleichung (B3])
als Fuler-Lagrange-Gleichung der betrachteten Funktionale. O
Bemerkung 3.3.9 Wihlt man die dquivalente Bedingung

w(a,xdV * RY) =0 fiir alle a€S*°(M),

so ergibt sich
O (5VRV) =0

als Fuler-Lagrange-Gleichung. U
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Kapitel 4

Der Raum der Hermiteschen
Zusammenhinge

Ziel dieses Kapitels ist es fiir eine symplektische Mannigfaltigkeit (M,w) einige
Eigenschaften des Raumes der w-vertrdglichen fast-komplexen Strukturen zu er-
arbeiten. Des Weiteren wird der Raum der Hermiteschen Zusammenhénge néher
untersucht und Funktionale darauf betrachtet. Dazu sei (M, w) als symplektische
Mannigfaltigkeit vorausgesetzt.

4.1 Grundlegende Eigenschaften

In Abschnitt [[4] haben wir fiir J € J(T'M,w) bereits das Biindel End; (T'M,w, J)
eingefiihrt. In Analogie dazu definieren wir End_ (7'M, w, J) durch

I'(End_ (TM,w,J)) :={L € I'(End (TM,w)) : JL=—-LJ} .

Eine andere Sicht auf dieses Unterbiindel des Endomorphismenbiindels vermittelt

Satz 4.1.1 Flir jedes J € J(T'M,w) spaltet das Biindel End (T M,w) in
End (TM,w) = End, (TM,w,J) ® End_ (TM,w, J) (4.1.1)

auf. Diese Aufspaltung ist invariant unter J und orthogonal beziiglich w sowie beziig-
lich der zu J assoziierten Riemannschen Metrik g.

Beweis. Sei J € J(TM,w). Dann gilt fur L € I'(End (T'M,w))

1 1
L= (L~ JLI) + (L +JL)

mit (L — JLJ) € I'(Endy (TM,w,J)) und (L + JLJ) € T (End_ (T'M,w,)J)).
Die Zerlegung ist somit gezeigt. Fiir die weiteren Uberlegungen seien nun K €
I'(End; (T'M,w,J)) und L € T'(End_ (T'M,w, J)). Wir haben dann

(JK)J) =JUK) wnd (KJ)J=JKJ),
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woraus JK € T'(Endy (TM,w,J)) und KJ € T (End; (T'M,w,J)) folgen. Die J-
Invarianz von End_ (T'M,w,J) sieht man genauso. Es bleibt nur noch die Ortho-
gonalitidt der Aufspaltung zu zeigen. Dazu sei (eq, ..., es,) ein unitdres Reper zu J.

Wir schlieflen

2n

WK, L) = w(Ke;,Lle;)

2n
— ZW(K €;, L) ei) .

i=1

Damit ist w(K, L) = 0. Leicht sehen wir
g(K,L) = —w(K,JLJ) .
Da JLJ e T (End_ (TM,w,J)), folgt g(K,L) = 0. O

Bemerkung 4.1.2 Offensichtlich gilt fiir jede w-vertrégliche fast-komplexe Struk-
tur J auf (M,w) auch J € I' (End; (T'M,w, J)). O

Fiir spitere Rechnungen wollen wir das Tangentialbiindel von J (7'M, w) genauer
charakterisieren.

Lemma 4.1.3 Sei J € J(T'M,w). Dann gilt

TJ(TM,w) =T (End_ (TM,w,J)) .
Beweis. Wir betrachten eine Kurve J! in J(T'M,w) mit

Py wd Ly =L € I(End (TM)) .
dt t=0

Wegen J{J! = —idyy, gilt dann
Ll=-JL.

Weiter haben wir

w (X, JY) =w(X,Y) firale X,YeI(TM)

KAPITEL 4. DER RAUM DER HERMITESCHEN ZUSAMMENHANGE



4.1. GRUNDLEGENDE EIGENSCHAFTEN 57

und
w(LX,JY)+w(JX,LY)=0 & wJLX)Y) =w(X,LY)
& ~w(LIX,Y) = w(JX,LY)
& W(LX,Y) = —w(X, LY)
fir alle X, Y € I'(T'M). Die Behauptung ist damit gezeigt. O
Wir setzen

B(TM,w):={(J,V) e J(TM,w) x C(TM,w) : VJ=0}

und sehen sofort, dass (J, V) € B(T'M,w) genau dann gilt, wenn V ein Hermitescher
Zusammenhang beziiglich J ist.

Lemma 4.1.4 Fir jeden Zusammenhang V € C(TM,w) und jedes L €
['(End (TM,w)) gilt VL € Q' (M, End (T'M,w)).

Beweis. Seien V € C(TM,w) und L € I'(End (T'M,w)). Dann folgt die Behauptung
sofort aus

w((VxL)Y,Z) = w(Vx(LY),Z) —w (L (VyY), Z)
= X(w(LY, Z)) —w (LY, VxZ) +w (VyY, LZ)
= X(ALY. 2)) 4 (VL (VxZ) + XY, L2) (¥, Vx(L2)
— (W (Y, Vx(LZ)) —w (Y, L(VxZ)))
—w(Y,(VxL) Z)

w
w

fir alle X, Y, Z € I'(T'M). O

Der néchste Satz besagt, dass jeder Hermitesche Zusammenhang die Aufspal-
tung (L)) invariant ldsst.

Satz 4.1.5 Sei J € J(TM,w) und V € C(T'M,w,)). Fir jedes K €
I' (End; (T'M,w, J)) und jedes L € T'(End_ (T'M,w, J)) gilt dann

VK € Q' (M,End, (TM,w,J)) und VL€ Q' (M,End_(TM,w,)J)) .

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur fir KX € ' (Endy (TM,w, J)), da der zweite
Teil analog behandelt werden kann. Sei V € C(T'M,w, J). Dann folgt die Behauptung
aus Lemma EET.4 und

(VxK)(JY) = Vx(KJY) - K (Vx(JY))
— VY (JKY) = KJ(VxY)
— J(V(KY)) — JK (VyY)
=J((VxK)Y)

fir alle X, Y € I'(T'M). O
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Folgerung 4.1.6 Fiir alle J € J(TM,w) und alle V € C(TM,w,J) ist VsRicV €
Q' (M, End, (TM,w, J)).

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus Lemma EZ2ZTa und Satz EET3. O
Sei im Folgenden (T M, w) der Raum aller Endomorphismen L € I'(End (7'M )) mit
W(LX,LY) = w(X,Y) firalle X,Y eT(TM).

Fiir den Beweis des néchsten Satzes verweisen wir auf [2].

Satz 4.1.7 Die Menge E(TM,w) ist eine Fréchet-Lie-Gruppe. Die zugehdrige Lie-
Algebra ist I'(End (T'M,w)). O

J(TM,w) ist invariant unter Konjugation mit Elementen aus £(7T'M,w). Genauer
gilt

Lemma 4.1.8 Scien J € J(TM,w) und L € E(TM,w) beliebig. Dann ist auch
L-YL € J(TM,w).

Beweis. Fir J € J(T'M,w), L € E(TM,w) und X,Y € I'(T'M) gelten
L7YLL™' L = —idry

und

w(X,L7YULY) = w(LX,J(LY)) .

Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Auch der Raum der symplektischen Zusammenhédnge ist unter dieser Konjugation
invariant. Es gilt ndmlich

Lemma 4.1.9 Fir jeden symplektischen Zusammenhang V € C(T'M,w) und jedes
Le&(TM,w) ist L7'VL € C(TM,w).

Beweis. Offensichtlich ist L™'VL € C(T'M) fiir V € C(TM,w) und L € E(TM,w).
Die Behauptung folgt dann aus

w(L7'Vx(LY),Z) +w (Y, L'Vx(LZ)) =w (Vx(LY),LZ) +w (LY,Vx(LZ))
= X(w(LY, LZ))
= X(w(Y; 2))
fir alle X, Y, Z € I'(T'M). O
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Die vorhergehenden Uberlegungen kénnen wir zusammenfassen und auf B(T M, w)
anwenden.

Satz 4.1.10 Sei (J,V) € B(TM,w) und sei L € E(TM,w). Dann gilt auch
(LML, L7'VL) € B(TM,w) .

Beweis. Fir (J,V) € B(TM,w) und L € £(TM,w) haben wir mittels Lemma
und Lemma T

(LML, L7'VL) € J(TM,w) x C(TM,w) .
Die Behauptung folgt nun aus
L 'Vx(LL™YILY) = LUV (LY) = LN LL 'V (LY)
fir X,Y € T(TM). O

Wir haben die nétigen Voraussetzungen geschaffen um einzusehen, dass

J-L:=L""L fir Je J(TM,w),
V-L:=L'VL fir V€ C(TM,w) und
(J,V)-L:=(L"YJL,L7'VL) fir (J,V) e B(TM,w)

Rechtswirkungen von £(T'M, w) auf J(T'M,w), C(TM,w) und B(T'M,w) definieren.
Satz 4.1.11 Die Rechtswirkung von E(TM,w) auf J(TM,w) ist transitiv.

Beweis. Dies folgt aus der entsprechenden Aussage fiir symplektische Vektorrdume
(vgl. [23]) und daraus, dass J (7'M, w) nach Satz [CoT7 wegzusammenhéngend ist.
O

Sei J € J(TM,w) und sei £(T'M,w,J) die Isotropiegruppe von J zur Wirkung von
E(TM,w) auf J(T'M,w), das heifit

E(TM,w,))={L € &(TM,w) : LI=JL} .

Offensichtlich ist I (End, (T'M, w, J)) die Lie-Algebra zu E(TM, w, J).

Satz 4.1.12 Der Raum aller w-vertrdglichen fast-komplexen Strukturen ist eine
Fréchet-Mannigfaltigkeit.

Beweis. Sei J € J(T'M,w) und U C I (End_ (TM,w,J)) eine geniigend kleine Um-
gebung von 0 € I' (End_ (T'M, w, J)). Wegen Satz EETTlist dann die Abbildung

LeUwexp(—L)Jexp(L) € J(TM,w)

eine Parametrisierung von J(T'M,w) um J. Der Rest ist Standard (vgl. [2]). O
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Satz 4.1.13 B(TM,w) ist eine Fréchet-Mannigfaltigkeit. Des Weiteren definiert

7(J,V)=J fir (J,V)e B(TM,w)
eine Faserung m: B(TM,w) — J(T'M,w) in affine Rdume.

Beweis. Sei (J,V) € B(T'M,w) und U C I' (End_ (TM,w,J)) wie im Beweis von
Satz LTI Nach Satz EETT0 ist dann

d:U x Q' (M,End, (TM,w,J)) — B(TM,w),
definiert durch
®(L, () := (exp(—L)Jexp(L), exp(—L)(V + () exp(L)) ,

eine Parametrisierung von 7~ (U). Dies und Satz [CZI0 liefern die Behauptung. [

Satz 4.1.14 Die Faserung w : B(TM,w) — J(T'M,w) ist trivial.

Beweis. Fiir jedes J € J(T'M,w) betrachten wir die zugehorige fast-Kéahlersche
Mannigfaltigkeit (M, g,J). Darauf stimmen die drei Hermiteschen Zusammenhénge
aus Beispiel [[Z0 iiberein und liefern einen globalen Schnitt in 7 : B(TM,w) —
J(TM,w). O

Abschlieend wollen wir noch eine Aussage iiber das Tangentialbiindel von B(7T M, w)
machen.

Lemma 4.1.15 Sei (J,V) € B(TM,w), L € T'(End (TM)) und sei weiter ( €
QY M, End (TM)). Dann gilt genau dann

(L7 C) € T(J,V)B(TMaw) )

wenn

VL =JC(X) = (X)) firalle X eT(TM).

Beweis. Sei (Jt, V') eine Kurve in B(T'M,w) mit (J', V*) = (J, V) und

%(Jt,vt) = (L,¢) €T (End_ (TM,w,J)) x Q"(M,End (TM,w)) .
=0
Fir X,Y € I'(T'M) folgt die Behauptung dann aus
d t ot
- Y
0=— (V&J) .
d
= 3 (Vx () = S (ViY))
d¢ =0

= ((X)JY + Vx(LY) — L(VyY) — J(X)Y
= C(X)JY = J(X)Y + (VxL)Y .
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Folgerung 4.1.16 Die Abbildung

(J,V) € B(TM,w) — (0,VsRicY) € T (End_ (TM,w,J)) x Q' (M, End (T'M, w))
ist ein vertikales Vektorfeld auf B(T M, w).

Beweis. Das ist eine Konsequenz von Folgerung ET.0) Satz ET.T0 und Lemma EET.TH
O

4.2 Funktionale auf dem Raum Hermitescher Zu-
sammenhinge

Auf B(TM,w) betrachten wir nun die folgenden Funktionale, welche aber keine
interessanten kritischen Punkte liefern.

Seien [; : B(T'M,w) — R fiir j = 4,5,6 durch

1,(J, V) ::/ sscal V7 w™
M

I5(J,V) = / w (sRicY, JosRicY) w™
M
und
Is(J, V) := / w (sRicY, sRic") w™
M
definiert.

Satz 4.2.1 Die Abbildung Iy : B(TM,w) — R ist konstant.

Beweis. Sei (Jt, V') eine glatte Kurve in B(T M, w) mit
V%) =, V)

und

d t t
&(J,v)

Mittels Lemma .34l sehen wir dhnlich wie im Beweis von Satz .2.2

d t gt d t
—sscalV =— —w (sRicV ,Jt)
dt -0 dt

Lemma EZZT4 und LJ = —JL liefern

= (L,¢) €T (End_ (TM,w,J)) x Q' (M,End (TM,w)) .

t=0

=w (5VC, J) —w (SRiCV, L) )
t=0
w (SRiCV, L) = % (w (SRiCV, L) +w (SRicV oJ, LJ))

= % (w (sRicv, L) —w (J osRicY, JL))
=0.
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Insgesamt haben wir

i14 (45, V)

at :/MW(CSVC’J)W("’Z/ w(C,V)w™ =0,

M

t=0

Bemerkung 4.2.2 Der Wert von I, ist eine Invariante der symplektischen Man-
nigfaltigkeit (M, w). Diese ist geméf Satz (vgl. auch M) durch

L(J,V) = 2/ p¥ AW = drey (M, w) U [w]" ™ [M]
M

beschrieben. Dabei ist ¢;(M,w) die erste Chern-Klasse von (M, w). O
Satz 4.2.3 Die Abbildung I5 : B(TM,w) — R ist konstant.

Beweis. Sei (J', V') eine Kurve in B(TM,w) wie im Beweis von Satz EZTl Wir
benutzen die Symmetrie von w und sehen wie im Beweis von Satz B2

%w (sRicvt, Jio sRint> »
= —w (5VC, Jo sRicv) +w (SRiCV, Lo SRiCV) —w (SRiCV, Jo 5VC)
= —w (5VC, Jo SRiCV) +w (SRiCV, Lo SRiCV) +w (J osRicY, 5VC)
=w (SRiCV, Lo SRiCV) .

Mit einem unitéren Reper (ey,...,es,) folgt wegen L € T'(End_ (T'M,w,J)) und
unter Benutzung von Lemma 22T

2n

w (sRicY, L osRicY) = Z w (sRicY(e;), L osRicY (Je;))
= — Zw (sRicY (e;),J o L osRicY (e;))

=) w(sRicV(Je;), LosRicY(e;))
i=1

= —w (sRicY, LosRicY) .

Insgesamt gilt also

LYATRG

dt =0

t=0
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Satz 4.2.4 Fir jedes J € J(TM,w) sind die kritischen Punkte des Funktionals

Is C(T'M,w,J)) — R

= Is ‘C(TM,w,J) :

genau die V € C(TM,w,J) mit VsRic¥ = 0.
Beweis. Sei J € J(TM,w) und V* eine Kurve in C(TM,w, J) mit

V=V und gvt

- = (€ Q" (M,End, (TM,w,J)) .

t=0

Dann folgt die Behauptung aus

i—76,J (Vt) :/ gw (sRicvt,sRicvt> w™
dt 0 W dt —o
= —2/ w (5VC,sRiCV) w™
M
= —2/ w (C, VsRicV) w™
M
und Folgerung EET.0 O

Folgerung 4.2.5 Die kritischen Punkte des Funktionals Is : B(TM,w) — R sind
genau die (J,V) € B(TM,w) mit VsRic¥ = 0. O

KAPITEL 4. DER RAUM DER HERMITESCHEN ZUSAMMENHANGE






65

Literaturverzeichnis

1]

[10]

[11]

[12]

[13]

V. Aprostorov, T. DRAGHICI: Hermitian conformal classes and almost
Kahler structures on 4-manifolds. Diff. Geom. Appl. 11, No.2, 179-195 (1999).

C. BECKER: Grundbegriffe der Theorie der Fréchet-Mannigfaltigkeiten. Di-
plomarbeit, Universitat Hamburg (2001).

R. BERNDT: An introduction to symplectic geometry. Graduate Studies in Ma-
thematics, Vol.26, Providence, AMS (2001).

A.L. BESSE: Einstein Manifolds. Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenz-
gebiete. 3.Folge, Bd.10, Berlin, Springer-Verlag (1987).

D.E. BraIr, S. IaNuUS: Critical associated metrics on symplectic manifolds.
Contemp. Math. 51 23-29 (1986).

D. BLEECKER: Gauge theory and variational principles. Global Analysis, Pure
and Applied, No.1. Reading, Addison-Wesley Publishing Company, Inc. (1981).

F. BourGEOIs, M. CAHEN: A variational principle for symplectic connections.
J. Geom. Phys. 30, No.3, 233-265 (1999).

M. CaHEN, S. GutrT, J. RAWNSLEY: Symplectic connections with parallel
Ricci tensor. Banach Cent. Publ. 51, 31-41 (2000).

M. CAHEN, S. GUTT, J. RAWNSLEY: Symmetric symplectic spaces with Ricci-
type curvature. Kluwer Academic Publishers. Math. Phys. Stud. 22, 81-91
(2000).

M. CAHEN, L.J. SCHWACHHOFER: Special symplectic connections and Poisson
geometry. Lett. Math. Phys. 69, Spec. Iss., 115-137 (2004).

S.K. DONALDSON: Remarks on gauge theory, complex geometry and 4-mani-
fold topology. in M. ATIYAH, D. LAGONITZER: Fields medallists’ lectures. 2nd
ed. New York, World Scientific (2003).

J. FRICKE, L. HABERMANN: On the geometry of moduli spaces of symplectic
structures. Manuscr. Mat. 109, No.4, 405-417 (2002).

T. FRIEDRICH, S. IVANOV: Parallel spinors and connections with skew-
symmetric torsion in string theory. Asian J. Math. 6, No.2, 303-335 (2002).

LITERATURVERZEICHNIS



66

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

P. GAUDUCHON: Hermitian connections and Dirac operators. Boll. Unione
Mat. Ital., VIL.Ser., 11-B, No.2, Suppl., 257-288 (1997).

A. GrAY, L.M. HERVELLA: The sixteen classes of almost-Hermitian manifolds
and their linear invariants. Ann. Mat. Pura Appl. 4.Ser. 123 35-58 (1980).

K. HABERMANN, L. HABERMANN: Introduction to symplectic Dirac operators.
erscheint in Lect. Notes Math., Berlin, Springer-Verlag.

H. HOFER, E. ZEHNDER: Symplectic invariants and Hamiltonian dynamics.
Birkhduser Advanced Texts, Basel, Birkhduser (1994).

D.H. HUSEMOLLER: Fibre bundles. 3rd ed. Graduate Texts in Mathematics
20. Berlin, Springer-Verlag (1993).

S. Ivanov, G. PAPADOPOULOS: Vanishing theorems and string backgrounds.
Classical Quantum Gravity 18, No.6, 1089-1110 (2001).

S. KoBavasHi, K. Nomizu: Foundations of differential geometry. Vol.I, New
York-London-Sydney, Interscience Publishers a division of John Wiley and
Sons (1963).

S. KoBAvasHI, K. NoMizU: Foundations of differential geometry. Vol.1I, New
York-London-Sydney, Interscience Publishers a division of John Wiley and
Sons (1969).

A. LICHNEROWICZ: Théorie globale des connezions et des groupes d’holonomie.
Roma, Edizioni Cremonese (1962).

D. McDUrF, D. SALAMON: Introduction to symplectic topology. Oxford Ma-
thematical Monographs, Oxford, Clarendon Press (1995).

A. NEWLANDER, L. NIRENBERG: Complex analytic coordinates in almost com-
plex manifolds. Ann. Math. 65, 391-404 (1957).

P. TONDEUR: Affine Zusammenhdnge auf Mannigfaltigkeiten mit fastsymplek-
tischer Struktur. Comment. Math. Helv. 13, 234-244 (1961).

K. YANO: Differential geometry on complex and almost-complex spaces. New
York, Pergamon Press (1965).

LITERATURVERZEICHNIS



	Einleitung
	Zusammenhänge auf Mannigfaltigkeiten
	Allgemeines
	Metrische Zusammenhänge
	Komplexe Zusammenhänge
	Hermitesche Zusammenhänge
	Symplektische Zusammenhänge

	Torsion, Ricci-Tensor und Skalarkrümmung
	Torsion als 3-Form
	Ricci-Tensoren
	Skalarkrümmungen

	Symplektische Yang-Mills-Theorie
	Vorbereitungen
	Allgemeine Situation
	Einschränkung auf torsionsfreie Zusammenhänge

	Der Raum der Hermiteschen Zusammenhänge
	Grundlegende Eigenschaften
	Funktionale auf dem Raum Hermitescher Zusammenhänge

	Literaturverzeichnis

