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Einleitung

Die Idee zu einem Seminar Uber Beschriftungsalgorithmen entstand nach meinen ersten Se-
mestern als Assistent in Greifswald, als ich mich an den hiesigen Lehrbetrieb gewdhnt hatte.
Ich war vorher im Rahmen eines Forschungsprojekts mit dem Titel ,,Effiziente Algorithmen
zur Beschriftung von Landkarten* an der FU Berlin beschaftigt und hatte dort deshalb nur
wenig mit der Lehre zu tun. Allerdings hatte ich kurz vor meinem Wechsel nach Greifswald
geholfen, an der FU ein Seminar zum Thema ,,Algorithmen fur die Linguistik* zu veranstalten.
Das Seminar hatte einen facheribergreifenden Charakter und wurde als Blockseminar an ei-
nem Wochenende vor den Toren der Stadt durchgefuhrt. Beides, sowohl die Interdisziplinaritat
als auch die Veranstaltungsform, kam bei den Studenten gut an und fihrte zu deutlich mehr
Diskussionen als ich es von rein mathematischen Seminaren in der normalen Uniumgebung
kannte.

Das waren die Griinde, warum ich auch in Greifswald das Experiment Blockseminar wagen
wollte — das erste seiner Art hier am Institut fir Mathematik und Informatik, soweit ich weil?.
Das Thema zwischen Mathematik, Informatik und Geografie war durch meine Projektarbeit
in Berlin vorgezeichnet. Bei der Visualisierung von Information, zum Beispiel auf Landkarten
(Abbildung 1), in Grafiken (Abbildung 2) oder Elektrophorese-Gels (Abbildung 3), spielt die
Beschriftung von Gestaltungselementen wie Punkten, Kreisen oder Flachen eine grof3e Rolle.
Besonders durch die Verbreitung des Internets ist in den letzten Jahren auch die Menge an zu
visualisierender Information stark angewachsen — und damit der Bedarf an guten und schnellen
Beschriftungsalgorithmen.
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Abbildung 1: Ausschnitt  Abbildung 2: Illustration aus Abbildung 3: Ausschnitt aus
aus einer Internetkarte der einer mathematischen Veréf- einem Elektrophorese-Gel.
Firma MapQuest. fentlichung [QWXZ00]. Quelle: Internet.

Schon ein Jahr bevor es uUberhaupt stattfand, bekam der interdisziplindre Charakter des Semi-
nars jedoch einen kleinen Dampfer. Am Lehrstuhl fir Geografische Informationssysteme des
benachbarten Instituts fir Geografie fand sich niemand, der Interesse an einer gemeinsamen
Ausrichtung des Seminars hatte. Deshalb war ich sehr froh, dass ich Prof. Wolfgang Kresse



vom Fachbereich Bauingenieur- und Vermessungswesen der Fachhochschule Neubrandenburg
als Vortragenden gewinnen konnte und mir auch mein Chef Prof. Peter Schreiber seine Unter-
stlitzung zusagte.

Obwohl ich den Annahmeschluss fuirs Vorlesungsverzeichnis des Sommersemesters 2001 mit
meiner Seminarankindigung verpasst hatte, haben sich fiir Greifswalder Verhéltnisse erstaun-
lich viele Studenten von den entprechenden Aushdngen zum Mitmachen locken lassen. Zu
meiner Freude waren neben Diplommathematikern und Lehrdmtlern auch Geografen und eine
Biomathematikerin sowie ein enemaliger Student unseres Instituts dabei, der in der Zwischen-
zeit in Gottingen studiert. Die Themen waren schnell vergeben und entsprachen jeweils der
mathematischen Vorbelastung.

Die Themenkreise, die wir behandeln wollten, waren die folgenden.

1. Was ist (gute) Landkartenbeschriftung und wo aufRerhalb der Kartografie spielen Be-
schriftungsprobleme noch eine Rolle?

2. Welche allgemeinen Optimierungsverfahren wurden schon zum Beschriften eingesetzt
und wie funktionieren sie?

3. Welche Spezialfélle der Beschriftung von punktférmigen Objekten (etwa Stadte auf der
Deutschlandkarte oder Proteine auf einem Elektrophorese-Gel) kann man trotz der Kom-
plexitat des allgemeinen Beschriftungsproblems effizient oder wenigstens approximativ
16sen?

Wegen der Erfahrungen, die ich in Berlin gesammelt hatte, habe ich den Seminarteilnehmern
einen Terminplan vorgelegt, der verhindern sollte, dass die Vortrége erst in der Nacht vor dem
Seminarwochenende auf Folie gebannt werden. Teil dieses Plans war es, die Teilnehmer dazu
zu bringen, vier Wochen vor dem Seminar Kurzzusammenfassungen ihrer Vortrage abzugeben
und schon zwei Wochen vor dem Seminar die Folien oder wenigstens eine Vortragskonzep-
tion vorzulegen. Die Zusammenfassungen wurden dann den anderen Teilnehmern Uber eine
Seminar-Webseite! zuganglich gemacht, so dass jeder sich zumindest theoretisch auch mit
den Themen der anderen vertraut machen konnte. In der Praxis wurden die Termine aller-
dings nur von einer kleinen Minderheit der Teilnehmer eingehalten. In solchen Situationen
habe ich mir doppelt so viele Teilnehmer gewiinscht, so dass ich mich mit der Drohung, je-
manden vom Seminar auszuschliessen, nicht l&cherlich gemacht hétte... Andererseits gab es
auch einen Teilnehmer, der ,,seinen* Algorithmus kurzerhand implementiert hat, um ihn beim
Seminar vorzufiihren. Andere wiederum haben sich so gut in ihr Material eingearbeitet, dass
sie kurz vor dem Seminar noch einen technischen Fehler in der Verdffentlichung bemerkten,
die sie vorstellen sollten.

Das Gros der studentischen Vortrdge war dann auf gutem bis sehr gutem Niveau — trotz des
wenig befolgten Terminplans (aber wie hatte es ohne ihn ausgesehen?). Die Qualitat der Vor-
trdge war unabhangig von den eingesetzten Techniken, die von handgeschriebenen Folien bis
zur Powerpoint-Prasentation reichten. In den Diskussionen, die auf jeden Vortrag folgten, ging
es darum, sich noch einmal die Knackpunkte des eben gehdrten zu vergegenwartigen.

Unser ,,Tagungsort* war das Feriencamp Trassenheide auf Usedom, in dem wir sehr einfach,
aber auch dusserst preisgiinstig von Samstag auf Sonntag tibernachten konnten. Tageslichtpro-
jektor und Beamer mussten wir selbst mitbringen. Dafiir konnten wir am Samstagabend einen
langen Strandspaziergang mit Sonnenuntergang geniessen. Den Rest des Abends hat ein Teil-
nehmer sehr schon auf der Gitarre begleitet, bis einer nach dem anderen den Anstrengungen
des Tages erlag.

Die meisten Teilnehmer liessen sich anstecken von der Idee, aus den Vortrégen dieses ersten
Blockseminars des Instituts fir Mathematik und Informatik ein Preprint zu machen. Ich glau-
be, dass sich viele Studenten freuen wirden, wenn diese Veranstaltungsform auch bei anderen
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Dozenten auf Interesse stieRe. Die Ausarbeitungen haben den Charakter kleiner Diplomarbei-
ten bekommen und waren sehr gute Ubungen im Umgang mit mathematischer Textverarbei-
tung (sprich Latex) und dazu passenden Zeichenprogrammen (xfig und ipe). Manche Teilneh-
mer haben ihre Ausarbeitung zum Anlass genommen, sich mit dem Betriebssystem Linux und
seinen Moglichkeiten vertraut zu machen. Es war fir alle Beteiligten viel Arbeit, die Kapitel
dieses Preprints immer wieder durchzulesen und zu verbessern, aber ich glaube, es hat sich
gelohnt.

In Kapitel 1 gibt Peter Schreiber einen Einblick in das Beschriftungsproblem jenseits der Kar-
tografie. In den Kapiteln 2 und 3 werden allgemeine Optimierungsverfahren am Beispiel der
Landkartenbeschriftung vorgestellt: Michael Thon gibt eine Einflihrung in ganzzahliges li-
neares Programmieren, Tim Hoffmann in Simulated Annealing [CMS95] und genetische Al-
gorithmen [vDO1]. Besonders die beiden heuristischen Verfahren Simulated Annealing und
genetische Algorithmen sind in der Praxis sehr beliebt, da sie sich leicht implementieren las-
sen und sich aufgrund ihrer Allgemeinheit an verschiedene problemspezifische Zielfunktio-
nen anpassen lassen. Allerdings sind sie meist deutlich langsamer als spezialisierte Verfahren,
die die Geometrie des Problems ausnutzen [VKSW99] oder direkt den Konfliktgraphen der
Beschriftungskandidaten vereinfachen [WWKSO01]. In Kapitel 4 zeigt Wolfgang Kresse mit
einem Auszug aus seiner Dissertation [Kre94], wie man sehr allgemein kartografische Be-
schriftung modellieren kann, so dass die verschiedenen Bedeutungen von Stadten, Flussen
und L&ndern zum Tragen kommen.

In den darauf folgenden vier Kapiteln werden theoretisch interessante Spezialfélle des allge-
meinen Beschriftungsproblems behandelt. In Kapitel 5 untersucht Katharina Bach, wie man
mithilfe von exakten Algorithmen fiir eindimensionale Beschriftungsprobleme [HTC92] ap-
proximative Lésungen fur zweidimensionale Probleme erhélt — falls alle Beschriftungen glei-
che Hohe haben. In Kapitel 6 beschreibt Julia Locherbach einen verallgemeinerten Sweepline-
Algorithmus [VKSW99], der das gleiche zweidimensionale Problem auf ganz andere Wei-
se, aber mit demselben Approximationsfaktor (ndmlich 1/2) 18st. Sie hat diesen Algorithmus
schon fur eine Greifswalder Bioinformatik-Firma implementiert. In Kapitel 7 erklart Kristina
Hanig, was ein recht neues Approximationsschema [EJS01], das ann&dhernd maximale unab-
héangige Mengen in Kreisschnittgraphen findet, mit der Beschriftungsproblematik zu tun hat.
SchlieBlich untersuchen Steffen Rudnick und Paul Rosenthal in Kapitel 8 eines der wenigen
effizient exakt I6sharen Spezialfalle des allgemeinen Beschriftungsproblems: die Beschriftung
von Punkten mit mdglichst groRen Quadrattripeln [DQZ01]. Als Anregung zum Weiterma-
chen, zum eigenstadndigen Forschen gibt’s in Kapitel 9 eine Liste neuer und offener Fragen zu
Beschriftungsproblemen, die ich letzten Sommer zu einem anderen AnlaR (und daher auf Eng-
lisch) zusammengetragen habe. Wer sich einen Uberblick tiber das Gebiet verschaffen mochte,
dem sei ein ,,Besuch* der Map-Labeling-Bibliography [WS96] empfohlen.

Viel Spal} beim Lesen!

Greifwald, im April 2002.

Alexander Wolff



Kapitel 1

Das Beschriftungsproblem jenseits
der Kartografie

Peter Schreiber

Text ohne Bilder vermittelt Information in vielen Zusammenhangen auf eine sehr schwer-
fallige, schwer verstandliche, schwer zu behaltende Weise. Bild ohne Zusatzwissen (ber das
Dargestellte (oft in Form von Text) ist fast immer vieldeutig. Die richtige Kombination von
Text und Bild, seit den Anfangen der menschlichen Kultur mit mehr oder weniger Geschick
praktiziert, ist im Zeitalter der elektronischen Kommunikationsmedien vor gréfRere Herausfor-
derungen gestellt als je zuvor. Dabei sind praktisch zwei Falle zu unterscheiden:

A) Wo und wie plaziert man am gunstigsten Bilder in einen Text, damit der Leser ein Bild
und den darauf beziiglichen Text zugleich im Blick haben kann? In alten mathematischen
Werken wurde das Problem manchmal tatsachlich dadurch geldst, dass ein bestimmtes
Bild, auf das sich ein mehrere Seiten langer Text oder verschiedene, voneinander entfern-
te Textstellen bezogen, auf mehreren Seiten wiederholt wurde (so z.B. in der vielmals
nachgedruckten kommentierten Euklidausgabe (1574ff) des Christoph Clavius). Umge-
kehrt kennt jeder Leser alter Biicher die durch die damaligen Drucktechniken begriindete
Praxis, Abbildungen in ausklappbaren Tafeln am Ende des Buches unterzubringen. Der zu
A) entgegegengesetzte Fall

B) ist der im Bild verteilte Text, wie ihn jedermann von Landkarten und Stadtpléanen, aber
auch von technischen Zeichnungen und naturwissenschaftlichen oder medizinischen Ab-
bildungen kennt, siehe Abbildung 1.1. Im wesentlichen erst im 20. Jahrhundert setzte sich
fur technische Zeichnungen die Praxis durch, nur Zahlen oder Buchstaben im Bild zu pla-
zieren und diese durch eine Legende zu erklaren, siehe Abbildung 1.2.

Ist Text an vielen jeweils eindeutig zugehorigen Teilen einer bereits vorliegenden Karte oder
sonstigen bildlichen Darstellung zu plazieren, so entstehen die typischen Probleme, denen
dieses Seminar gewidmet ist. Dabei spielt es aber gar keine Rolle, dass Text in Bildern zu pla-
zieren ist. Es kommt auch vor, dass zu bestimmten Punkten eines Bildes zusétzliche Bilder
gehdren (siehe Abbildung 1.3), dass zum Beispiel allen Stadten einer Landkarte eine Ansicht
eines typischen Bauwerkes der betreffenden Stadt angeheftet werden soll oder dass zu vielen
Textstellen Anmerkungen oder Kommentare gehéren, die als solche in den Text einzubauen
sind. Im Zeitalter des Computers spielt nun die GroRe dieser einzusetzenden Bilder oder Texte
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Abbildung 1.1: Dampfhammer, Zeichnung des Erfinders James Nasmyth 1839 zum Zweck der
Patentanmeldung mit viel erklarendem Text. Quelle: [SRW181].

oft keine Rolle mehr: Es genugt, ein Feld zum Anklicken zu plazieren, wodurch das Einzuset-
zende dann aufgerufen wird, und man kann diesen Prozess des Aufrufens sogar iterieren.

Beschriftungsprobleme ganz anderer Art entstehen, wenn Bilderzeugung und Bildbeschrif-
tung so miteinander verzahnt sind, dass sie sich gegenseitig beeinflussen. Wir betrachten da-
zu im folgenden den Fall der Entstehung einer geometrischen Konstruktion nach einem Pro-
gramm (Konstruktionsalgorithmus) und den Fall des Zeichnens von Graphen, deren Knoten
nicht mehr als punktférmig angenommen werden kénnen bzw. deren Kanten zusétzliche Be-
dingungen zu erfiillen haben, da sie mehr oder weniger umfangreiche Beschriftungen tragen
miussen.

Zu den Elementarschritten von numerischen Algorithmen gehdren bekanntlich Ergibtanwei-
sungen, d.h. Befehle der allgemeinen Form

z:=F(x,y,...)

mit der Bedeutung: Filhre an den Objekten (Zahlen), die zur Zeit unter den Adressen XY, ...
gespeichert sind, die Operation F aus und speichere des Resultat unter der Adresse z (d.h.
in der Speicherzelle mit diesem Namen), wobei der vorhergehende Inhalt dieser Speicherzelle
automatisch geldscht bzw. Giberschrieben wird. Ein Elementarschritt einer geometrischen Kon-
struktionsanweisung hat syntaktisch im wesentlichen die gleiche Gestalt. Nur die zugehérige



Abbildung 1.2: Zeichnung eines Analog-Digital-Wandlers um 1944 von Konrad Zuse, eben-
falls zur Patentanmeldung. Quelle: [Zus01].

Semantik ist etwas anders: Die Zeichenflache hat hier die Funktion des Speichers, in dem ge-
wisse Objekte durch Einzeichnen gespeichert und durch Heranschreiben von Namen adressiert
sind, und zugleich die Funktion des Rechenwerkes, in dem an den gespeicherten Objekten be-
stimmte Operationen ausgefiihrt werden. Zum Beispiel bedeutet g := L(A, D) folgendes: Suche
im Speicher (in der Zeichenflache) diejenigen Punkte auf, die zur Zeit die Adressen A bzw. D
tragen, fuhre an ihnen die Operation L des Verbindens aus und adressiere die entstandene Ge-
rade mit g. Der wesentlichste Unterschied zur numerischen Ergibtanweisung ist, dass durch die
Neuvergabe der Adresse g diese nicht automatisch von einer anderen Geraden verschwindet,
welche womdglich vor der Ausfilhrung des besprochenen Schrittes diese Adresse schon trug.
Im Falle geometrischer Konstruktionen ist die Semantik der Ergibtanweisungen also durch den
Befehl zu ergénzen, die neuvergebene Adresse an den Stellen, an denen sie vorher stand, zu
léschen, damit jede Adresse zu jedem Zeitpunkt eine eindeutig bestimmte Bedeutung hat. (Es
genugt aus dieser Sicht, die Adresse statt des adressierten Objektes zu tilgen, da der Zugriff
auf Objekte nur durch ihre Adressen erfolgen kann, ein Punkt oder eine Gerade ohne Adresse
also dhnlich wie eine Person ohne Ausweis in keinem ,,offiziellen* Vorgang eine Rolle spie-
len kann.) Diese zusatzliche Anweisung ist nicht immer leicht realisierbar. Sie soll ja — wie
Uberhaupt ein Algorithmus — im Prinzip von einem geeigneten technischen Apparat, ohne In-



Abbildung 1.3: Im 15. Jahrhundert angenommene Beziehungen der Tierkreiszeichen zu ver-
schiedenen Organen und ihren Erkrankungen. Quelle: [FM37].



telligenz, ausfiihrbar sein. Hinter der Léschanweisung verbirgt sich also ein Suchprozess, die
bereits vergebene Adresse in der Zeichenflache wiederzufinden. Ist ein Algorithmus zyklen-
frei, so kann man ohne Neuvergabe bereits vergebener Adressen auskommen. Zum Wesen
zyklischer Algorithmen gehort es aber unvermeidlich, dass bestimmte Adressen eine unvor-
hersehbare Anzahl von Neuzuweisungen von Bedeutungen bekommen. Man wird insbeson-
dere die in numerischen Algorithmen unproblematischen selbstbeziiglichen Anweisungen der
Form z:=F(z,x,...) mittels einer zusétzlichen Adresse w in w :=F(z,x,...), Z := w verwan-
deln, da einerseits z erst neu vergeben werden darf, wenn die alte Bedeutung von z getilgt
ist, andererseits die alte Bedeutung von z fur die Konstruktion der neuen Bedeutung von z
noch gebraucht wird. Beim numerischen Arbeiten tritt dies nicht auf, weil die Neuberechnung
von z im Rechenwerk erfolgt, der alte Wert von z aber im Speicher steht. (Beim Konstruie-
ren von Hand werden diese und viele andere Schwierigkeiten durch unbewusstes intelligentes
Handeln verschleiert: Ich ,,merke mir“ z.B. flr eine kurze Zeitspanne, welcher Punkt z schon
da war und welchen ich neu konstruiert habe.) Wegen der Mehrdeutigkeit mancher typischer
geometrischer Operationen (z.B. haben zwei sich schneidende Kreise im allgemeinen zwei
gleichberechtigte Schnittpunkte), der Notwendigkeit, mitunter nichtdeterministische Schritte
(in Gestalt der Wahl willkdrlicher ,,Hilfs“-Punkte, der Auswahl eines von mehreren ununter-
scheidbaren Objekten oder der Notwendigkeit, eine Reihenfolge in einer Menge von gleich-
artigen und vertauschbaren Teilprozessen zu wéhlen) und anderer Spezifika ist der Entwurf
problemorientierter Programmiersprachen fur verschiedene Arten geometrischer Konstruktio-
nen insgesamt keineswegs trivial. Fur Details sei auf [Sch75, Sch84] verwiesen.

Eine weitere — freilich im Zeitalter des Computerzeichnens meist nur noch theoretisch interes-
sante — Schwierigkeit besteht darin, dass bei gewissen zyklischen Konstruktionsprogrammmen
nicht nur die Anzahl der konstruierten Punkte (oder anderen Objekte) in Abhéngigkeit von der
speziellen Eingabefigur unbeschrénkt wachsen kann, sondern die zu adressierenden Punkte
sich beliebig haufen kénnen, so dass die Zuordnung zwischen den Punkten und ihren anzu-
schreibenden Adressen praktisch undurchfihrbar wird. Hierbei sind die zwei folgenden Falle
zu unterscheiden:

a) Die Syntax der Programmiersprache l&sst nur einfache, d.h. nicht parameterabhéngige Ad-
ressen zu. Dann kommt in jedem Programm nur eine feste Zahl von Adressen vor, die
lediglich im Falle zyklischer Programme unbeschrankt oft neu vergeben (neu belegt) wer-
den.

Ein einfacher, aber charakteristischer Fall ist das Messen einer durch zwei Punkte A, B
gegebenen Streckenlédnge beziiglich einer durch zwei Punkte O, E gegebenen MaReinheit.
Nachdem durch fortlaufendes Abtragen der Einheitsstrecke auf dem Strahl von A nach B
der Punkt B in ein Intervall zweier benachbarter Punkte C, D mit ganzzahligen L&ngen n =
|AC|, n+ 1 = |AD| eingeschlossen ist, sind diese unteren und oberen Néherungswerte bis
zum Erreichen einer vorgegebenen Genauigkeit durch Halbierung (oder Zehnteilung) der
jeweils vorliegenden Strecke CD zu verbessern. Das eigentliche Resultat der Konstruktion,
die angenédherte Mal3zahl der Strecke AB, wird bei einer solchen Konstruktion gewonnen,
indem unter zwei Adressen x, y der Sorte ,,rationale Zahl*“ der Fortgang des Messprozesses,
d.h. die jeweils erreichte untere (Ldnge AC) und obere (Lange AD) Schranke der MaRzahl
gespeichert wird. Im Falle der Streckenhalbierung kommt dann das Programm mit den
Adressen A, B, C, D und M (Mittelpunkt der Strecke CD) sowie x und y aus, wobei aber
die Adressen C, D und M an immer neue Punkte zu vergeben sind, die sich um B haufen.

Abhilfe kann hier durch eine modifizierte Semantik des Konstruierens geschaffen wer-
den, die auch in anderen Féllen (z.B. beim Ausradieren von Hilfslinien) eine Rolle spielt
[Sch91]: Man lasse das Tilgen von Objekten (in diesem Fall das Tilgen der nicht mehr
benétigten Punkte selbst und nicht nur ihrer Adressen) als Konstruktionsschritt zu.

b) Aus inhaltlichen Griinden des zu programmierenden Prozesses ist eine ,,Adressenrech-
nung* nétig, d.h. es gibt z.B. potentiell beliebig viele Punktadressen P(n,m), wobei die
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naturlichen Indices n, m ihrerseits durch das Programm immer neue Werte erhalten und
eine wachsende Zahl der konstruierten Punkte nicht wieder ,,vergessen* werden darf. Dies
ist u.a. in Konstruktionsprogrammen fur potentiell unendlich ausgedehnte Parkettierungen
erforderlich. Spielt sich eine derartige Konstruktion dann noch in einem euklidisch be-
schrankten Modell der hyperbolischen Geometrie ab, das in die euklidische Zeichenebene
eingebettet ist, so werden sich die zu konstruierenden Punkte gegen den Rand dieses Mo-
dells beliebig haufen.

Abbildung 1.4: ,,Kreislimit 111“ von M. C. Escher, Holzschnitt (1959).

Als Illustration verweisen wir auf eines der unter dem Sammelnamen ,,Kreislimit*“ von
M. C. Escher entworfenen Muster (Abbildung 1.4), bei denen es sich um nichts ande-
res als die kunstlerisch ausgestaltete Pflasterung der nichteuklidischen Ebene mit einem
archimedisch-halbregularen Parkett handelt. Escher hat dabei das Poincaré-Modell der hy-
perbolischen Geometrie im Innern eines Kreises benutzt, weil sich bei diesem Modell (im
Unterschied zu dem ebenfalls innerhalb einer Kreisscheibe existierenden Kleinschen Mo-
dell) die Konstruktionen mit Zirkel und Lineal im hyperbolischen Sinn durch Konstruk-
tionen mit euklidischem Zirkel und Lineal realisieren lassen [Sch84, Kap. 2.6], [Sch96].
In einem solchen Fall wiirde die Plazierung von immer mehr immer dichter beieinander
liegenden Adressen ein unldsbares Problem darstellen.

Im konkreten Fall 16st sich das Problem praktisch dadurch, dass die Adressierung der Punk-
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te sozusagen indirekt durch ihre Lage im bereits konstruierten Teil des Parketts gegeben
wird. (Bei im weiteren Sinne regelméRigen Parketten gibt es natlrlich in diesem Sinne
Lununterscheidbare® Punkte, mit denen aber auch in gleicher Weise weiter zu verfahren ist,
so dass hier wieder das oben skizzierte Problem eine Rolle spielt, eine willkirliche Reihen-
folge von vertauschbaren Teilkonstruktionen syntaktisch korrekt zu beschreiben.) Zugleich
wirft dies aber neue theoretische Fragen fur die benutzte Programmiersprache auf: Wie for-
muliert man in bezug auf ein gegebenes ,,Muster* (als Adressenersatz) unzweideutig, d.h.
im Prinzip fur eine Maschine verstandlich, mit welchen Punkten der nachste Konstrukti-
onsschritt auszufiihren ist?

Ein interessanter Spezialfall des Adressierens im Zusammenhang mit geometrischen Kon-
struktionen ist die Nutzung der Zeichenebene als konstruktives Modell einer anderen geo-
metrischen Struktur in solchen Féllen, in denen die Zuordnung zwischen den Punkten der zu
modellierenden Struktur und ihren Bildobjekten in der Ebene nur dadurch eineindeutig wird,
dass man sich zwei oder mehr Exemplare der Ebene (ibereinandergelegt denkt. Realisiert wird
dies dadurch, dass die effektiv verwendeten Punkte bzw. sonstigen Objekte durch einen zusatz-
lichen Index als der einen oder anderen Ebene zugehdrig ausgewiesen werden. Der einfachste
und bekannteste Fall ist das Zweitafelverfahren von Monge, wenn man es wirklich als ein
ebenes Modell des gesamten Raumes auffassen und nicht (wie in der technischen Praxis b-
lich) nur beschrankte Objekte darstellen will und daher die ,,untere” Halbebene als Bereich
des Grundrisses und die ,,obere* Halbebene als Bereich des Aufrisses genugt. Im allgemeine-
ren Fall ist — wie in [Sch84, Kap. 2.2] ausgefiihrt — jeder gegebene oder konstruierte Punkt
durch einen Index als Grundrissbild oder als Aufrissbild eines Raumpunktes zu charakterisie-
ren, wobei einundderselbe Punkt mit zweifacher Beschriftung in dieser Doppelrolle auftreten
kann. Ein analoger, weniger geldufiger Fall tritt auf, wenn man die gnomonische Projektion
benutzt, um ein ebenes konstruktives Modell der Kugeloberflache zu erhalten [Sch92]. Dabei
wird vom Zentrum der Kugel auf dieTangentialebenen zweier diametral gegeniiberliegender
Punkte projiziert, und die so erhaltenen ebenen Bilder zweier komplementérer Halbsphéren
werden Ubereinandergelegt. In dieser Karte I&sst sich, wie in [Sch92] ausgefiihrt wurde, u.a.
das Problem der kiirzesten Verbindung zweier Punkte mit dem euklidischen Lineal konstruktiv
lésen, aber auch hier tritt wieder jeder Punkt der Karte in der Doppelrolle als ein Punkt der
»Nord-*“ und zugleich als ein Punkt der ,,Stid-“halbkugel auf und ist durch einen entsprechen-
den Index an seiner Adresse zu charakterisieren.

Bei den bisher skizzierten Problemen schreibt der fortschreitende Konstruktionsprozess die
Lage der zu adressierenden Objekte zwingend vor, wahrend er selbst andererseits ohne diese
Adressierung nicht weitergefiihrt werden kann. Von ganz anderer Art ist das Beschriftungspro-
blem beim Zeichnen von Graphen mit zu beschriftenden Knoten und/oder Kanten. Hier ist die
metrische Realisierung des zu zeichnenden unbeschrifteten Graphen im allgemeinen beliebig
oder nur schwach durch bestimmte Nebenbedingungen (etwa, dass die Kanten geradlinig oder
stickweise gerade dargestellt werden oder sich nicht Uberkreuzen oder mit nicht zu spitzen
Winkeln nebeneinander in einen Knoten miinden sollen, oder dass bei gerichteten Baumen der
Eingangsknoten ,,oben* liegen und die hierarchische Struktur schichtweise abgebildet werden
soll) eingeschréankt, so dass der Konstruktionsprozess des Graphen im Prinzip vom nachtragli-
chen Beschriftungsprozess getrennt bzw. ein schon gezeichneter Graph nach den Notwendig-
keiten der Beschriftung nachtraglich deformiert werden kann. Derartige Probleme sind schon
seit 1963 in der Literatur behandelt worden [Tut63, Knu63, DETT98, BW00, KWO01] und wie
sich zeigt, auch ohne Berlicksichtigung der Beschriftung schwer. Wahrend die Beschriftung
der Knoten nur davon abhéngt, wieviel Platz fir den jeweiligen ,, Text* (es kann sich auch um
andere Inhalte, z.B. Symbole oder kleine Bilder handeln) bendtigt wird, erfordert die Beschrif-
tung von Kanten unter Umsténden, dass die Kanten lang genug fir ihren Text sind oder dass die
Text tragenden Teile der Kanten zwecks besserer Lesbarkeit waagerecht verlaufen sollen. Ei-
nige, zum Teil historische, Beispiele hierzu sollen den Artikel beenden, siehe Abbildungen 1.5
bis 1.9.
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Abbildung 1.5: Dehnsches Gruppenbild des freien Produktes von zwei zyklischen Gruppen der
Ordnungen 2 bzw. 3. Die Kanten ohne Pfeil stellen Anwendung eines Gruppenelements der
Ordnung 2, die mit Pfeil Anwendung eines Elements der Ordnung 3 dar. Die Knoten sind mit je
einem der Buchstaben b(lau), g(riin), r(ot) markiert. Man hat sich den in Wahrheit unendlichen
Graphen nach der erkennbaren Regel fortgesetzt zu denken. Er dient zur Visualisierung der
Beweisidee des Hausdorffschen Kugelparadoxons. Quelle: [Bri92].
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Abbildung 1.6: Die Technik, abstrakte Begriffe und Beziehungen zwischen ihnen durch Gra-
phen mit beschrifteten Knoten und beschrifteten Kanten darzustellen, wurde schon im Mit-
telalter zu hoher Bliite entwickelt. Der gezeigte Graph stellt Beziehungen zwischen den
vier Elementen, Erdteilen, Tierkreiszeichen und Temperamenten dar. (Quelle: Bibliothek des
St. John’s College, Oxford, Ms. 17, Fol. 7v.)
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Abbildung 1.7: ,,Baum der Wissenschaften* von Raimundus Lullus (1295/96). Graphentheo-
retisch betrachtet, handelt es sich um einen Wurzelbaum, von dessen Wurzel zwei Teilbdume
ausgehen, die Wurzel im botanischen Sinn und die Krone. Wahrend die Endknoten der Wur-
zel direkt beschriftet sind, sind die Beschriftungen der Endknoten der Krone den zufiihrenden
Kanten zugeordnet. Um die Platzprobleme zu 16sen, wurde, wie auch in Abbildung 1.8, reich-
lich Gebrauch von Abkiirzungen gemacht.
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Abbildung 1.8: Baum der Tugenden und Baum der Laster (14. Jh.). Quelle: Hessische Landes- und Hochschulbibliothek Darmstadt.
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Abbildung 1.9: Ausschnitt eines Stammbaums der spanischen Herrscher, 11.-16. Jahrhundert.

Quelle: [Sok93].
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Kapitel 2

Lineares Programmieren

Michael Thon

Die (lineare) Optimierung findet ihren Anfang 1939 bei Kantorovich [Kan39]. Von Dantzig
wurde 1947 das Simplexverfahren entwickelt [Dan51], welches bis heute ein Standardverfah-
ren zur Losung linearer Optimierungsaufgaben darstellt. Die allgemeine Problemstellung der
Optimierung lautet: Finde max f(x), wobei x € X. Dabei wird die zu maximierende Funktion
f(x) Zielfunktion genannt, wahrend x gewissen Nebenbedingungen unterliegt.

Bei der linearen Optimierung — auch lineare Programmierung (LP) genannt — wird zusétzlich
die Linearitat der Zielfunktion und der Nebenbedingungen gefordert. Jedes lineare Optimie-
rungsproblem lasst sich durch Umformungen, ggf. durch das Ausdriicken einer Gleichung
aiX = b durch die zwei Ungleichungen a;x < b und —aix < —b und ggf. durch das Aufteilen
einer reellen Variablen x; in zwei nicht-negative Variablen x;",x; € R, wobei x; = X" —x,
in die folgende Form bringen:

max C1X1+ - - - + CnXn, Wobei

aiXy + -+ Binkn < by bzw. in | max c"x, wobei
Matrix-
: Ax<b
schreib- - .
amiX1 + -+ -+ mnXn < b weise: x€ (Rg)

X1,...,Xn ER§

Anwendung findet das lineare Programmieren hdufig bei Produktions- oder Transportproble-
men, wo es darum geht, begrenzte Ressourcen optimal einzusetzen. Auch Netzwerk-Fluss-
Probleme sind ein typisches Anwendungsgebiet. Dabei geht es darum, den Fluss (z.B. Daten-
verkehr) durch ein Netzwerk zu maximieren, wobei die einzelnen Verbindungen im Netzwerk
eine unterschiedliche maximale Last (Bandbreite) tragen kénnen, wie in Abbildung 2.1 darge-
stellt.

Dieses Problem soll nun exemplarisch als lineares Optimierungsproblem modelliert werden.
Dazu numeriert man die Kanten durch und teilt jede Kante in zwei gerichtete Kanten auf. Den
Fluss durch diese Kanten bezeichnet man dann mit x;" und x;, den Gesamtfluss durch das
Netzwerk mit xg, wie in den Abbildungen 2.1 und 2.2 dargestelit.

Dann beschreibt folgendes lineares Optimierungsproblem das Flussproblem, dessen Optimum
bei einem Gesamtfluss von 6 liegt:
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Abbildung 2.1: Netzwerk-Fluss-Problem Abbildung 2.2: Modellierung als LP

max Xg unter den Nebenbedingungen:
+ - - +
® X0,X1 Xy .-, X}, Xy € Ry
JF —
—3<x7 —x; <3

—7<x3 —X; <7 | Der Fluss durch eine Kante wird durch ihre Maximallast
—6<xj—x3 <6 begrenzt (hier neun Paare von Ungleichungen).

+ oyt vt oy e Ly
X] +X5 +X3 =X +X;, +X3

et e ol Gleichgewicht zwischen Ein- und Ausfluss
® { Xo +X] X5 =X1 +Xg4

bei den Knoten (hier sechs Gleichungen)

Um nun zu einem Lo&sungsansatz fir lineare Opti-
mierungsprobleme zu gelangen, bendtigt man noch
einige Begriffe und Feststellungen (siehe hierzu auch
Abbildung 2.3).

X2

{ Zielfunktion

Die Menge M := {x € (Rg)" | Ax < b} der Punkte im R",
die den Nebenbedingungen geniigen, nennt man die zu-
lassige Menge. Ein Punkt x* der zuldssigen Menge heifit
optimal, wenn c"x* > c"x fiir alle x € M gilt. Man kann
leicht zeigen, dass

1. die zul&ssige Menge ein konvexes Polyeder bildet,

2. falls ein optimales x* € M existiert, so existiert

auch ein optimales x* € M, das sogar Ecke von M Abbildung 2.3: Geometrische In-
ist. terpretation eines LPs

Dies motiviert als Lésungsansatz den Simplex-Algorithmus, der 1947 von Dantzig [Dan51]
vorgestellt wurde, siehe Abbildung 2.4. Als Eingabe bendtigt der Simplex-Algorithmus die zu
maximierende Zielfunktion und die Angabe der zul&ssigen Menge in Form der Nebenbedin-
gungen. Als Ausgabe erhélt man eine optimale Ldsung, falls diese existiert.

Falls der Simplex-Algorithmus einen Halbstrahl als Kante der zuldssigen Menge auswahlt,
entlang dem die Zielfunktion also zunimmt, bedeutet dies aufgrund der Linearitat der Ziel-
funktion gerade, dass es kein Optimum gibt, sondern der Wert der Zielfunktion unter Beach-
tung der Nebenbedingungen beliebig verbessert werden kann. Der Algorithmus bricht dann
ab.

Meist existiert mehr als eine Kante, entlang der die Zielfunktion verbessert werden kann. Es
kann dann von groRem Vorteil sein, eine geschickte Kantenauswahl zu treffen. Setzt man das
recht naheliegende Auswahlprinzip voraus, bei dem die Kante mit dem gréRten Zuwachs der
Zielfunktion gewahlt wird, so hat der Simplex-Algorithmus im schlechtesten Fall exponenti-
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SIMPLEX-ALGORITHMUS X2 A

Finde eine Ecke vg der zuldssigen Menge M Vi -
V< Vg hd \\5_‘_4/’( (/&3
while (3 Kante k € M, die von v ausgeht, ,
entlang der ¢'x zunimmt) do Loy
if (k Halbstrahl) then halt |
else
v < zu v ndchste Ecke von M auf k \

end

XY

¥ Vo “ Zielfunktion
Abbildung 2.4: Pseudocode und geometrische Interpretation des Simplex-Algorithmus

elle Laufzeit [KM72].

Es gibt zwar auch Algorithmen zur linearen Optimierung, die im schlechtesten Fall nur polyno-
mielle Laufzeit haben, wie etwa den von Karmarkar [Kar84], allerdings hat sich der Simplex-
Algorithmus in der Praxis bewéhrt und ist paradoxerweise meist sogar schneller als der von
Karmarkar.

Als Ausgangspunkt flr einen tieferen Einstieg in das umfangreiche Thema der linearen Op-
timierung kann die Linear-Programming-FAQ des amerikanischen Optimization Technology
Center im Internet empfohlen werden [Fou00].

2.1 Ganzzahliges lineares Programmieren

Beim ganzzahligen linearen Programmieren (englisch
integer programming; IP) fordert man zusétzlich x € Z". 4 LP-Optimum
Solche Probleme findet man oft, da viele Ressourcen X2

nur in ganzzahligen Stlickzahlen vorliegen. Man uber-
legt sich leicht, dass das Optimum des zugehorigen li- o
nearen Optimierungsproblems eine Schranke fiir das Op- Sp“mum
timum des IP-Problems ist, da die diskrete zuléssige
Menge des IP-Problems eine Teilmenge der zuléssigen
Menge des zugehdrigen linearen Optimierungsproblems
ist. Man kommt schnell auf die Idee, einfach das linea-
re Optimierungsproblem zu l6sen und dann zu runden,
doch dies liefert im Allgemeinen keine optimale Lésung,  Abbildung 2.5: Ganzzahliges li-
wie Abbildung 2.1 zeigt. neares Programmieren

Ein Spezialfall des IP ist das 0-1-1P. Dabei werden fiir die einzelnen Variablen nur die Werte
0 und 1 zugelassen. Solche 0-1-Variablen kénnen dazu benutzt werden, logische Nebenbe-
dingungen als lineare Gleichungen oder Ungleichungen zu formulieren, wie in Tabelle 2.1 zu
sehen ist. Dabei entspricht die Zahl 0 dem Wahrheitswert falsch und 1 wahr.

Fur IP-Probleme sind zwei Ldsungsverfahren sehr verbreitet, das 1958 von Gomory vorgestell-
te Schnittebenen-Verfahren [Gom58] und das 1960 von Land und Doig beschriebene Branch-
and-Bound-Verfahren [LD60]. Oft wird auch eine Kombination von beiden angewandt, was
man dann meist als Branch-and-Cut-Verfahren bezeichnet.

Beim Schnittebenenverfahren wird schrittweise das zugehorige LP geldst und die optimale
Ecke v, wenn sie nicht ganzzahlig ist, ,,abgeschnitten”, indem weitere Nebenbedingungen
(Schnittebenen) hinzugefligt werden, die die zuldssige Menge des IP nicht veréndern, jedoch
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x10rxg | xgandxz | xgnandxa | x1=x2 | (aix<b)or (axx <h)
aix—My <b;

X1+Xo>1 | X1+X2=2 | X1+X2<1 | X1—%X <0 ax—M(1-y)<b
y €{0,1}, M groB

Tabelle 2.1: Logische Verkniipfungen von Nebenbedingungen kénnen durch Ungleichungen
mit den entsprechenden 0-1-Variablen codiert werden.

die zuldssige Menge des LPs um mindestens v echt verkleinern. Es ist immer mdglich, Schnit-
tebenen so anzugeben, dass das Schnittebenenverfahren nach endlich vielen Schritten bei ei-
nem Optimum des IPs abbricht, jedoch ist die Effizienz des Verfahrens in starkem Male von
einer geschickten Wahl der Schnittebenen abhangig.

Die Idee des Branch-and-Bound-Verfahrens besteht darin, die zul&ssige Menge des IP-Problems
immer weiter zu zerteilen (branching), wodurch man einen Baum aus Teilproblemen erhalt.
Diese Verzweigung fuhrt man solange fort, bis man bei einer Menge angelangt, von der man
weiB, dass sie das Optimum nicht enthélt (bounding). Am Ende dieses Prozesses stellen die
Blatter des Baumes mdgliche Ldsungen dar, von denen eine optimal ist, falls eine optimale
Loésung Uberhaupt existiert. Fur das Bounding bendtigt man gute obere und untere Schranken
flir das Optimum der Zielfunktion bei gegebener zuldassigen Menge. Beim Branchen gibt es
meist mehrere Moglichkeiten, von denen einige besser geeignet sind als andere. Ferner hat
man bei diesem Verfahren die Freiheit, den Baum der Teilprobleme mit einer Tiefen- oder
einer Breitensuchstrategie aufzubauen.

Fur das ganzzahlige lineare Programmieren gibt es nicht generische Ldsungsverfahren, wie
den Simplex-Algorithmus beim LP, sondern nur Verfahren, deren Effizienz von weiterem Wis-
sen uber das konkrete Problem abhéngt.

2.2 Anwendung bei der Landkartenbeschriftung

Um einen Eindruck davon zu bekommen, wie ganzzahliges lineares Programmieren bei der
Landkartenbeschriftung angewandt werden kann, soll das einfache Problem der Punktbeschrif-
tung mit achsenparallelen Rechtecken gegebener Gréfie im 4-Positionen-Modell als 0-1-1P
modelliert werden. Dabei bedeutet 4-Positionen-Modell, dass fir jeden zu beschriftenden Punkt
p gerade die vier achsenparallelen Rechtecke gegebener Grole, die p mit einer Ecke beriihren,
als Beschriftungskandidaten benutzt werden, siehe Abbildung 2.6.

Definition 2.1 Unter dem Problem der Beschriftungs-Anzahl-Maximierung (BAM) versteht
man folgendes: Zur Punktmenge P = {ps,..., pn} C R? und gegebenen Menge B der Beschrif-
tungskandidaten finde man eine Teilmenge L = {l4,...,Im} C B, so dass

. |iﬂ|j =0 Vi#],

e jeder Punkt hichstens eine Beschriftung erhalt und

e |L| maximal ist.
Um Relationen wie Uberschneidung zwischen den Beschriftungskandidaten zu erfassen, bietet
es sich an, die Menge der Beschriftungskandidaten als Graphen aufzufassen. Man berechnet
also zundchst den Konfliktgraphen G = (B, E) zur Menge der Beschriftungskandidaten. Da es

im 4-Positionen-Modell gerade 4n Beschriftungskandidaten gibt, kann man den Konfliktgra-
phen naiv in O(n?) Zeit berechnen. Allerdings ist die Zahl k der Paare von sich schneidenden
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Beschriftungskandidaten bei ,,verniinftigen“ Landkarten nicht quadratisch, sondern eher line-
ar, so dass es sich lohnt, einen output-sensitiven Algorithmus zu verwenden, das heifit einen
Algorithmus, dessen Laufzeit nicht nur von der GroRe 4n der Eingabe, sondern auch von der
Grole k der Ausgabe abhéngt. Ein Beispiel dafir ist der Sweepline-Algorithmus von Edels-
brunner und Maurer [EM81], dessen Laufzeit O(k +nlogn) betréagt.

Um auszuschlielen, dass ein Punkt mit mehr als einer Beschriftung versehen wird, fligt man
noch Kanten zwischen allen Beschriftungskandidaten hinzu, die zu einem Punkt gehoren, und
erhélt so den erweiterten Konfliktgraphen, siehe Abbildung 2.7.

Definition 2.2 Der Graph G = (B, E) wird als Konfliktgraph (KG) der Menge B der Beschrif-
tungskandidaten bezeichnet, wenn

e dessen Knoten gerade den Beschriftungskandidaten entsprechen

e zwischen zwei Knoten genau dann eine Kante existiert, wenn sich die entsprechenden
Beschriftungskandidaten tiberschneiden.

Ein Konfliktgraph G = (B, E) wird als erweiterter Konfliktgraph (EKG) bezeichnet, wenn zu-
satzlich Kanten zwischen allen Beschriftungskandidaten, die zu einem Punkt gehdren, existie-
ren.

Abbildung 2.6: Das Beschriftungsproblem
BAM im 4-Positionen-Modell. Abbildung 2.7: Darstellung als EKG.

Eine zuldssige Beschriftung der Punktmenge P entspricht dann gerade einer unabh&ngigen
Menge U von Knoten im erweiterten Konfliktgraphen, also einer Menge U C B mit der Ei-
genschaft: Vb, b; e U, i # j gilt (bj,bj) ¢ E. Demnach entspricht eine optimale Beschriftung
der Punktmenge P gerade einer unabh&ngigen Menge maximaler Kardinalitat im erweiterten
Konfliktgraphen.

Da im 4-Positionen-Modell zu jedem Punkt vier Beschriftungskandidaten gehéren, kann man
jede Teilmenge Bx C B durch einen 4n-Tupel X = (X1, ...,Xan) aus Nullen und Einsen darstel-
len, indem man fir alle i festlegt x; := 1 genau dann, wenn b; € By, ansonsten x; := 0. Damit
kann man nun die Menge Xy aller unabh&ngigen Mengen von Knoten aus dem erweiterten
Konfliktgraphen G — und diese entspricht gerade der Menge der legalen Beschriftungen der
Punktmenge P — durch lineare Nebenbedingungen folgendermalen charakterisieren:

Xu = {x € {0,1}*"| ¥ (bj,bj) € E,i # j giltxi +xj < 1}.

Dabei besagt die Bedingung x; +Xx; < 1 gerade, dass hochstens eine der sich ausschlieBenden
Beschriftungen (da (bj,bj) € E) in einer unabhéngigen Menge vorkommen kann (siehe auch
Tabelle 2.1).

Ferner gilt offenbar: |Bx| = X1 + - - - + Xan. Somit ist das urspriingliche Beschriftungsproblem
BAM im 4-Positionen-Modell &quivalent zum 0-1-1P:

22



max (X1 + - - - + Xan), Wobei X = (X1, ...,Xan) € Xu.

Um dieses 0-1-IP zu lésen, haben Verweij und Aardal [VA99] einen Branch-and-Cut-Algo-
rithmus entwickelt, wobei sie die besondere geometrische Natur des Beschriftungsproblems
ausnutzen, um geeignete Schnittebenen sowie gute obere und untere Schranken fir das jewei-
lige Optimum eines Teilproblems zu finden.

Zum Abschluss soll noch ein interessantes Ergebnis zum allgemeineren BAM-Problem mit Be-
schriftungskandidaten im 4-Schiebe-Modell genannt werden. Vom 4-Schiebe-Modell spricht
man, wenn als Beschriftungskandidaten eines Punktes alle achsenparallelen Rechtecke ge-
gebener GréfRe, die den Punkt berlihren, betrachtet werden. Durch eine geschickte 0-1-IP-
Formulierung ist es Klau und Mutzel [KMOQ] erstmals gelungen, einen Algorithmus anzu-
geben, der das Problem noch mit einer Eingabegréfie von 600 zu beschriftenden Punkten in
vertretbarer Laufzeit I6sen kann. Es ist erstaunlich, dass sie zur Lsung des kontinuierlichen
Schiebe-Modells ein diskretes 0-1-1P verwenden. Allerdings stellen sie fest, das die Laufzeit
beim optimalen Ldsen sehr unterschiedlich auf Probleme gleicher Eingabegrofie verteilt ist.
So schreiben sie Uber ein verwandtes Problem [KMO02], dass ihr Algorithmus bei den meisten
Problemen weniger als eine Sekunde bendtigt, bei einem jedoch ganze 68 Minuten.
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Kapitel 3

Simulated Annealing und
genetische Algorithmen

Tim Hoffmann

Bei der Anordnung von Punktbeschriftungen ist eine Lage der Label zu finden, so dass sich
moglichst wenige Uberschneiden oder entfernt werden missen. Man kann diesen Sachver-
halt auch als allgemeines Optimierungsproblem {(g,c(g)) : g € G} betrachten. Dabei ist die
Grundmenge G die Menge aller mdglichen Beschriftungen, oder mathematischer: die Menge
aller n-Tupel Uber M, wobei n die Anzahl der zu beschriftenden Punkte und M die Menge der
Lagemdglichkeiten ist. Die Zielfunktion c(g) soll dabei minimiert werden.

Im speziellen Fall der Beschriftung dient als Zielfunktion zum Beispiel die Anzahl der sich
Uberschneidenden Label addiert zur zweifachen Anzahl der unbeschrifteten Punkte. Simulated
Anneling und genetische Algorithmen sind Instrumente zur Lésung des beschriebenen allge-
meinen also auch des speziellen Optimierungsproblems. Ihre Gemeinsamkeit: Sie versuchen
mit Hilfe der Simulation nattrlicher Vorgénge und GesetzmaRigkeiten ein optimales Arrange-
ment der Label zu erreichen. Vorbild ist dabei das langsame Abkiihlen einer Molekilmenge
fur Simulated Annealing und die darwinistische Evolutionslehre fiir genetische Algorithmen.
Es folgt eine kurze Beschreibung.

3.1 Simulated Annealing

Voraussetzungen fir die Anwendung von Simulated Annealing ist, dass jeder Label um einen
seinen zu beschriftenden Punkt herum eine gewisse (meist kleine konstante) Anzahl von La-
gemdglichkeiten hat (d.h. [M| < o), siehe etwa das 8-Positionen-Modell in Abbildung 3.1.
Hier gilt M = {1,...,8}; ist auch das Entfernen von Labeln erlaubt, so nimmt man M =

{0,...,8}.

Abbildung 3.1: Beispiel fiir mégliche Labelanordnungen
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Christensen at al. [CMS95] beschreiben ihren Algorithmus wie folgt. Als Startposition nimmt
jeder Label eine zuféllige Position ein, also einen Wert aus M. Nun wird zuféllig mit Gleichver-
teilung den Labeln eine neue Position zugewiesen. Verbessert sie sich, also sinkt die Zielfunk-
tion, wird diese neue Lage Ubernommen, steigt sie oder bleibt sie konstant, wird die neue Po-
sition mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit P Gibernommen. Diese Wahrscheinlichkeit hangt
von der KontrollgréBe T ab, die hier auch als Temperatur bezeichnet wird. Je geringer die
Temperatur, um so geringer die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Label aus seiner Position
entfernt. Die Intensitat der Temperaturabkiihlung wird durch den Erfolg des Prozesses gesteu-
ert. Je grofRer der Erfolg, um so schneller die Abkuhlung.

Diese Intensitat ist auch in Abhangigkeit von gewiinschter Endqualitat und verfligbarer Zeit
beeinflussbar. Je starker die Abkihlung, um so kiirzer ist die Simulationszeit, aber um so gro-
Rer ist auch die Wahrscheinlichkeit einer schlechten Qualitat des Endprodukts. Zur Bewertung
dieser Qualitat dient die Zielfunktion. Ist T so gering, dass sich die Lage keines Labels mehr
verdndert, bricht der Algorithmus ab.

Weitere Moglichkeiten, Simulated Annealing zur Lésung von Beschriftungsproblemen insbe-
sondere bei sehr dichten Punktmengen einzusetzen, wurden von Zoraster [Zor97] untersucht.

3.2 Genetische Algorithmen

Van Dijk et al. [vDTdB99, vDTdB0O, vDO01] arbeiten mit einer bestimmten Menge von Label-
anordnungen, d.h. mit einer Teilmenge von G, die Population genannt wird. Diese Anordnun-
gen werden als Individuen einem Wettbewerb ausgesetzt. Sie unterliegen einer Evolution, nur
die fittesten werden Uberleben. Als MalR fur die Fitness dient die Zielfunktion. Je kleiner der
Funktionswert, um so groRer ist die Fitness. Die durch ein festes Kriterium bestimmten Indivi-
duen missen sich ,,paaren”. Dabei werden zufallig mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit P¢
ausgewahlte Labelpositionen ausgetauscht. Diesen Operator nennt man Crossover. Aufierdem
kommt es zu einer Mutation, also zufélligen Labelpositionsverdanderungen mit einer Wahr-
scheinlichkeit Pny,. Diese neuen Individuen ersetzen nun die bisher ,,unfittesten”. Die Qualitét
der Ldsungen sollte im Mittel zunehmen. Der Algorithmus bricht ab, wenn die Fitness der
Individuen sich der des besten genug angenahert hat, der Evolutionsdruck also keine Verbes-
serung mehr bewirkt.

Genetische Algorithmen fir Landkartenbeschriftungsprobleme wurden auch von Rumplmaier
[Rum98] und Raidl [Rai98, Rai99] untersucht.
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Kapitel 4

Ein Konzept fur die automatische
Schriftplatzierung

Wolfgang Kresse

Die Grafik des Kartenbildes und die Schrift missen sich die begrenzte Fl&che eines Karten-
blattes teilen. Dabei entstehen an vielen Stellen Konflikte um den verfligbaren Platz, und zwar
zwischen der Schrift und der Grafik der Karte einerseits und zwischen Schriften untereinander
andererseits. Das Ziel der Schriftplatzierung ist eine gut lesbare Anordnung der Schriftziige
und ein optimaler Ausgleich zwischen den konkurrierenden Anspriichen auf die begrenzte
Flache.

Es wird eine Methode zur automatischen Platzierung von Schrift in topographischen Karten
und Stadtplanen vorgestellt. Das Konzept sieht vor, aus dem digitalen Datenbestand einer Karte
ohne Schrift, dem zugehdrigen Schriftgut und weiteren Parametern die endgiltigen Positionen
und Schreibrichtungen der einzelnen Namen zu berechnen. Dabei wurde von den folgenden
Grundsétzen ausgegangen:

e Die Schriftplatzierung wird als ein flachenhaftes Optimierungsproblem betrachtet, bei
dem unter gegebenen Randbedingungen, den Platzierungsregeln, und innerhalb einer
strukturierten Flache, der Kartengraphik, eine optimale Position fiir die Schrift gefunden
werden muss.

e Die Schriftplatzierung wird in zwei Phasen ausgefiihrt. In der ersten Phase wird jeder
Name so platziert, als ware er der einzige auf der Karte. Dabei werden seine moglichen
Positionen gesucht, entsprechend der tiberdeckten Kartengraphik gewichtet und abge-
speichert. In der zweiten Phase wird fir alle Namen gemeinsam eine optimale Vertei-
lung gesucht, also die gegenseitige Uberlappung von Beschriftungen beseitigt. Dieses
Vorgehen ermdglicht eine individuell abgestimmte Positionsauswahl fir jeden Namen
einerseits und den Einsatz mathematischer Standardverfahren zur Ldsung des Optimie-
rungsproblems andererseits.

e Bei der Konzipierung der Algorithmen werden Raster- und Vektorverfahren in Betracht
gezogen und dasjenige ausgewahlt, das im Einzelfall die bessere Modellierung ver-
spricht.

e Die Kartengraphik, ob als digitaler Vektor- oder Rasterdatenbestand vorliegend, wird
zu einer Rastermatrix umgebildet. Die Pixel dieser Matrix reprasentieren kleine Teilfla-
chen innerhalb der Karte. Die Pixelwerte geben an, wie wichtig diese Flachen fiir das
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Verstandnis der Karte sind. Die Werte der Rastermatrix stellen das Bedeutungsgebirge
dar.

e Fur die Platzierung werden die Kartenobjekte in die Geometrietypen punktférmig, li-
nienférmig und flachenférmig eingeteilt und nach unterschiedlichen Gesichtspunkten
beschriftet. Punkthafte Objekte werden meist als Sonderfall von flachenhaften Objekten
behandelt.

e Namen werden geometrisch wahrend der Platzierung durch ein umschreibendes Recht-
eck reprasentiert. In Ausnahmeféllen wird jeder einzelne Buchstabe als Rechteck darge-
stellt.

e Das Konzept beschreibt MaRnahmen, die bei einem durch die Optimierung nicht lésba-
ren Geometriekonflikt zu treffen sind. Dazu gehdren Verkleinern, Abkiirzen oder Weg-
lassen von Schrift.

e Die Eingabedaten umfassen die folgenden Typen:

digitale Karte
Schriftgut
Parameter, die den Einfluss der Kartenobjekte auf die Schriftposition beschreiben

sonstige Eingabewerte

e Die Ausgabedaten enthalten vor allem die endguiltigen Positionen der Schriftziige. Hinzu
treten ergdnzende Angaben, z.B. besondere Standlinien, gesperrte Darstellungen oder
graphische Variationen der Schrift.

4.1 Modellierung der Kartengraphik mithilfe des
Bedeutungsgebirges

Fur die Berlicksichtigung der Kartengraphik bei der Platzierung der Schrift wird die gesam-
te digitale Karte vor Beginn der Schriftplatzierung in eine Zahlenmatrix Uberfuhrt, die Be-
deutungsgebirge genannt wird. Die rasterformige Darstellung der Karte eignet sich fiir eine
zahlenmaRige Darstellung der Karteninformation pro Flacheneinheit. Jedes Pixel représentiert
ein bestimmtes MafR an Bedeutung. Die Bedeutung driickt nicht nur den Schwérzungsgrad
des Kartenuntergrundes aus. Vielmehr lasst sich tiber den Pixelwert der Informationgehalt der
Karte an der betreffenden Stelle vermitteln. Fir die Festlegung eines Pixelwertes sind die Kar-
tengraphik und die Bedeutung des Kartenobjekts zugrunde zu legen. Bei der Platzierung des
Namens ist dann, unabhédngig von einzelnen Signaturen diejenige Flache zu finden, auf der
der Name am wenigsten Karteninformation verdeckt, auf der also die Summe der Werte der
Uberdeckten Pixel minimal ist.

Die Pixelwerte dieser Zahlenmatrix sind mit 8 Bit kodiert und kénnen daher ganzzahlige Wer-
te zwischen 0 und 255 annehmen. Jeder Pixelwert ist ein Mal3 dafir, wie stark die betreffende
Position von Schrift freigehalten werden soll. Hohe Pixelwerte kénnen als Berge des Bedeu-
tungsgebirges interpretiert werden. Sie représentieren eine hohe Dichte der Karteninformation
und bedingen ein niedriges Gewicht flr die Eignung als Schriftposition. Niedrige Pixelwer-
te dagegen kdnnen als Taler des Bedeutungsgebirges interpretiert werden. Sie stehen fiir eine
geringe Dichte der Karteninformation und kennzeichnen bevorzugte Positionen fir die Schrift-
platzierung.

Das Bedeutungsgebirge ermdglicht es, flichenhafte Bedingungen einzufiihren, die fur alle zu
platzierenden Namen in gleicher Weise gelten. Dabei handelt es sich vor allem um Platzie-
rungsregeln, die den Kartenhintergrund betreffen.
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e Das Bedeutungsgebirge stellt dem Rechner die Information zur Verfiigung, die der Kar-
tograph wéhrend der manuellen Schriftplatzierung stdndig vor Augen hat, ndmlich den
Kartenhintergrund. Der Rechner ist mit Hilfe des Bedeutungsgebirges in der Lage, zeich-
nungsarme Teile der Karte zu finden.

e Die Forderung, bestimmte Kartenelemente von Schrift freizuhalten, z.B. Trigonometri-
sche Punkte, kann Gber hohe Pixelwerte des Bedeutungsgebirges erfiillt werden.

e Bei dichter Anordnung der Kartengraphik missen Teile davon durch Schrift verdeckt
werden. Mittels des Bedeutungsgebirges kann gesteuert werden, in welcher Prioritaten-
folge welche Kartenobjektarten Uberdeckt werden, z.B. zunachst Wiesen und erst bei
starkerer Verdichtung auch StralRen.

Das Bedeutungsgebirge liegt deckungsgleich tiber der zu beschriftenden Karte. Die als Pixel-
wert dargestellte Karteninformation muss so gut wie mdglich dem Kartenbild entsprechen,
auf das die Schrift platziert wird, denn das Bedeutungsgebirge dient als geometrischer Bezug
fur die Schriftplatzierung. Abweichungen zwischen der fir die Platzierung benutzten Raster-
matrix und dem eigentlichen Kartenbild kénnen sich dahingehend auswirken, dass Schrift in
Bereiche gesetzt wird, die in der Karte mit anderen Informationen gefullt sind. Abweichungen
zwischen dem Bedeutungsgebirge und der Karte sind vor allem durch die begrenzte Aufl6-
sung bedingt. Eine 5 km x 5 km grof3e Karte, die von einem Bedeutungsgebirge uberzogen
wird, das 1024 mal 1024 Pixel besitzt, wird z.B. nur in etwa 5 m x 5 m grof3e Fladchenelemen-
te aufgeldst. Folglich werden mdgliche Namenpositionen nur in 5-m-Spriingen gesucht. 5 m
entsprechen 0.2 mm in einer TK 25, 1:25000. Feinere dazwischenliegende Strukturen bleiben
unberucksichtigt.

Abbildung 4.1: Kartengraphik (links) und zugehdriges Bedeutungsgebirge (rechts) Zuord-
nung: StraRe=7, Briicke=5, Haus=4 und Bach=3
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In heutigen Geoinformationssystemen liegen digitale Karten meistens als Definitionsgeome-
trie der Kartenobjekte vor. Die graphische Ausgestaltung, die Signaturierung, findet erst un-
mittelbar vor der Ausgabe statt. Genau diese graphische Ausgestaltung muss aber vor der Ab-
leitung des Bedeutungsgebirges fertiggestellt sein, weil die Schriftplatzierung vor dem Hinter-
grund des fertigen Kartenbildes erfolgen muss. Die Daten der Kartengraphik kénnen sowohl
in Form von Vektoren als auch als Rasterbild vorliegen. In beiden Fallen miissen die Daten
zur Herstellung des Bedeutungsgebirges in das Raster des Bedeutungsgebirges umgeformt
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werden. Die Vektordaten werden einer Vektor-Raster-Wandlung unterzogen. Die Rasterdaten
mussen in den meisten Féllen ebenfalls umgebildet werden, weil das gerasterte Kartenbild nur
selten mit der angestrebten Auflésung des Bedeutungsgebirges ubereinstimmen dirfte. Die
notwendige Umbildung ist ein ,,Resampling-Prozess* , fiir den in der digitalen Bildverarbei-
tung Standardverfahren zur Verfligung stehen, z.B. die Suche nach dem ,,ndchsten Nachbarn*
, die ,,bilineare Interpolation“ oder die ,,bikubische Interpolation* .

Die Bestimmung des Bedeutungsgebirges umfasst neben der geometrischen Datenwandlung
auch die Festlegung der Hohen, die als Werte jedes einzelnen Pixels dargestellt sind. Die fol-
genden Betrachtungen gehen von einer Vektorkarte aus. Im einfachsten Fall kénnten Pixel an
Stellen mit Kartenzeichnung den Wert ,,1“ und an zeichnungsfreien Stellen den Wert ,,0“ erhal-
ten. Das Bedeutungsgebirge ist dann nicht weiter nach Objekten differenziert. Die Schrift wird
vorzugsweise an zeichnungsfreien Stellen platziert. Will man die Schriftplatzierung gezielter
beeinflussen und bestimmte Objekte von Schrift freihalten, dann miissen diese Objekte einen
héheren Pixelwert, z.B. ,,2* bekommen, wahrend die anderen weniger wichtigen Objekte den
Wert ,,1“ behalten. Auf diese Weise kann das Bedeutungsgebirge im Rahmen der technischen
Grenzen — Objektstruktur der Karte, maximal 256 Stufen der Pixelwerte und geometrische
Auflésung des Bedeutungsgebirges — beliebig verfeinert werden. Flr einen Praxiseinsatz ist
ein sorgféltig auf die Objekte abgestimmter Aufbau des Bedeutungsgebirges erforderlich.

Zwei wichtige, in Deutschland angewendete Geoinformationssysteme (GIS) sind die Automa-
tisierte Liegenschaftskarte (ALK) und das Amtliche Topographisch-Kartographische Informa-
tionssystem (ATKIS). Bei diesen Systemen sind die folgenden Gliederungseinheiten fur den
Aufbau des Bedeutungsgebirges zu empfehlen:

e ALK: Folie und Objektschliissel

e ATKIS: Signaturteilnummer

Wenn die digitalen Kartendaten nichtgeometrische Strukturen besitzen und sich zum Beispiel
nach Ebenen oder Layern gliedern lassen, dann kénnten auch diese Gliederungen verwendet
werden, um unterschiedliche Bedeutungen fir die Schriftplatzierung einzufiihren.

Bei der Umwandlung der Vektor- in Rasterdaten wird es regelmaRig vorkommen, dass Zeich-
nungsteile Ubereinanderliegen und daher Pixel des Bedeutungsgebirges mehrfach bestimmt
sind. In diesen Féllen erhélt das Pixel den hdchsten an dieser Stelle vorkommenden Wert. Es
ist nicht zu empfehlen, die Pixelwerte bis zum maximalen Wert aufzusummieren. Bei einer sol-
chen Losung wirden Schnittpunkte immer einen sehr hohen Wert erhalten und unangemessen
stark schriftabweisend sein, so dass Schrift bevorzugt an Nicht-Kreuzungsstellen liegt.

Wenn die Strichkarte Rasterelemente enthalt oder wenn die zu beschriftende Karte tiberhaupt
nur ein Rasterbild ist, kénnen die Pixelwerte des Bedeutungsgebirges grundsatzlich nach der
gleichen Methode festgelegt werden wie bei der Vektorkarte. Die Hohe des Bedeutungsge-
birges richtet sich nach den Objektarten. Alle Pixel, die zu einem Rasterelement der gleichen
Objektart gehdren, erhalten im Bedeutungsgebirge den gleichen Pixelwert.

Dieses Verfahren ist nicht anwendbar, wenn das digitale Bild keine Objektstruktur besitzt, z.B.
bei einem digitalen Orthophoto. In diesem Fall kann nur das Bedeutungsgebirge anhand der
Grauwerte des digitalen Bildes aufgebaut werden. Es ist zu unterscheiden, ob die Beschriftung
mit schwarzen oder mit weiRen Buchstaben erfolgen soll. Im ersten Fall, schwarze Buchstaben,
bekommen die hellen Bildteile (hohe Grauwerte) niedrige Pixelwerte des Bedeutungsgebirges.
Das Bedeutungsgebirge ist gewissermalen das ,,Negativ*“ zum digitalen Bild. Im zweiten Fall,
weille Buchstaben, bekommen die dunklen Bildteile (niedrige Grauwerte) die niedrigen Pixel-
werte. Das Bedeutungsgebirge ist das ,,Positiv* zum digitalen Bild.

Wenn als Kartengrundlage Vektor- und Rasterdaten gemeinsam vorliegen, z.B. bei einer Or-
thophotokarte, mussen die Verfahren zur Ausformung des Bedeutungsgebirges kombiniert an-
gewendet werden.
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4.2 Positionsbewertung mittels Bedeutungskessel,
Bedeutungstal und Bedeutungsbecken

In der ersten Phase der Schriftplatzierung wird jeder einzelne Schriftzug unter Berticksichti-
gung bestimmter geometrischer Restriktionen behandelt, als ware er allein in die Karte zu plat-
zieren. Daflr wird fur jeden Schriftzug einzeln eine lokale Geometrie des Bedeutungsgebirges
im Bereich der moglichen Positionen ausgeformt. An allen méglichen Positionen des Schrift-
zuges wird dann die Summe aller an der betreffenden Stelle tiberdeckten Pixel festgestellt. Die
Schrift wird dabei durch eine rechteckige Flache reprasentiert. Eine niedrige Summe bedeu-
tet eine gute Platzierungseignung. Eine hohe Summe bedeutet eine schlechte Platzierbarkeit
wegen auftretender Uberdeckungen.

Wére der Schriftzug allein auf der Karte, dann wére die Position mit der geringsten Pixelsum-
me die optimale Stelle fiir die Schriftplatzierung. Tatséchlich miissen aber auch alle anderen
Positionen zusammen mit ihrer Pixelsumme auf einem File zwischengespeichert werden, um
als Alternativpositionen bei Uberdeckungskonflikten Schrift-Schrift bereitzustehen.

Punkthafte Elemente erhalten ihre Beschriftung in unmittelbarer Nahe, wenn keine Hinter-
grundzeichnung vorhanden ist, meist rechts oberhalb, sonst dort, wo das Kartenbild Platz lasst.
Linienhafte Elemente werden in der Regel entlang und oberhalb der Linie in etwa gleichen Ab-
stdnden beschriftet. Fir Stadtpléne gelten oft Sonderregeln, beispielsweise die Trennung des
StraBennamens in zwei Teile. Diese beiden Teile werden dann so an die StraRenenden ge-
setzt, dass dem Kartenleser die Ausdehnung der Stral3e durch die Bezeichnung deutlich wird.
Flachen erhalten ihre Beschriftung abhangig vom Verhaltnis der Schriftgrofie zur Flachengro-
Re. Der Namenzug wird entweder innerhalb oder auRerhalb der Flache platziert. Oft wird zur
Kennzeichnung der Zuordnung der Namenzug auch so gesetzt, dass die Schrift teilweise in-
nerhalb und teilweise auBBerhalb steht. Die lokale Geometrie des Bedeutungsgebirges wird fir
punkthafte Objekte Bedeutungskessel, fiir linienhafte Objekte Bedeutungstal und fur flachen-
hafte Objekte Bedeutungsbecken genannt.

Die Beschriftung von punkthaften Kartenelementen kann nach unterschiedlichen Gesichts-
punkten erfolgen:

¢ Intopographischen Karten wird die Schrift wegen der Konkurrenz zwischen Schrift und
Grafik meist dort platziert, wo im Kartenbild am wenigsten verdeckt wird.

¢ In Karten mit geringer Dichte des Kartenbildes wird die Schrift meist an eine in Bezug
auf das punkthafte Objekt bevorzugte Position gesetzt, beispielsweise rechts oberhalb.

Der Bedeutungskessel dient dazu, beide Aspekte zu modellieren. Er ist eine lokale von der
Hintergrundkarte unabhéngige Pixelmatrix. Diese Pixelmatrix kann wahlweise trichterdhnlich
oder weitgehend beliebig geformt werden. Fur die trichterdhnliche Form kénnen in 10-Grad-
Schritten 36 ,,H6henwerte* fiir den Trichterrand angegeben werden. Damit kann der Trichter in
einigen Richtungen flacher und in anderen steiler ausgeformt werden. Die flachen Richtungen
reprasentieren Vorzugspositionen flr die Schriftplatzierung.

Der Bedeutungskessel wird dem Bedeutungsgebirge Uberlagert, siehe Abbildung 4.2. Die Pi-
xelwerte, deren Summe fur die Bewertung der verschiedenen Schriftpositionen maBgeblich
sind, gehen aus dieser Uberlagerung hervor. Sie sind an jeder Position der groRere Pixelwert
aus Bedeutungskessel und Bedeutungsgebirge. Bei einer trichterférmigen Geometrie des Be-
deutungskessels hangt es von der ,,Steilheit” des Trichters ab, ob eher der Kartenhintergrund
oder eher die Form des Bedeutungskessels die Schriftposition beeinflussen. Wenn der Bedeu-
tungskessel zu einer flachen Scheibe wird, dann richten sich die Schriftpositionen nur noch
nach der zu beschriftenden Karte. Wenn der Bedeutungskessel ein steiler Trichter mit z.B. 45°
Neigung ist, dann bleibt der Kartenhintergrund praktisch unbeachtet. Letztere Form kdnnte
man wahlen, wenn die Karte nur aus Punktsignaturen besteht.
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Abbildung 4.2: Uberlagerung eines trichterformigen Bedeutungskessels mit dem Bedeutungs-
gebirge. Das Bedeutungsgebirge ist hier nur durch eine Linie in der Nordwestecke sichtbar.

Innerhalb des Bedeutungskessels werden Schriftpositionen nur in der Ndhe der Punktsignatur
gesucht. Diese Ndhe wird durch den Rand der Punktsignatur und einen Saum in vorgebbarer
Breite definiert. Mindestens ein Pixel des Namenrechtecks muss Anteil an dem Saum oder an
dem Rand haben. Kein Pixel des Namen-rechtecks darf aber innerhalb der Flache der Punktsi-
gnatur liegen. Auch punkthafte Signaturen, z.B. Hohenkoten, besitzen GréRen von mindestens
einem Pixel. Dieses Verfahren gewahr-leistet eine Schriftposition in der Néhe der Punktsigna-
tur, ohne dass die eigentliche Signatur tberdeckt wird.

Mit Hilfe der Saumbreite kann je nach Kartentyp die Schrift mehr oder weniger eng an die
Signatur gebunden werden. Der um die punktférmige Signatur gelegte Saum gewahrleistet
auch die eindeutige Zuordnung von Schrift und Signatur. Die Flache des Saumes wird fur alle
Schriften auRer fir die zur Signatur gehorigen gesperrt. Dadurch steht immer die zugehdrige
Schrift néher an der Signatur als alle anderen Schriften. Die Flache der Punktsignatur selbst
ist sowohl fiir die zugehdrige als auch fir alle anderen Schriften gesperrt.

Die Beschriftung von Linien zeichnet sich durch einige spezifische Merkmale aus.

e Die Beschriftung ist vorzugsweise an gestreckten Linienteilen zu platzieren.

e Die Beschriftung folgt der Linienrichtung und liegt daher meist nicht parallel zum unte-
ren Kartenrand oder zum Kartennetz. Die Beschriftung sollte aber immer vom unteren
Kartenrand aus lesbar sein und nicht auf dem Kopf stehen [Imh62].

e Die Beschriftung kann oberhalb, unterhalb oder abhéngig vom Kartenbild beiderseits
der Linien stehen; die bevorzugte Stellung ist oberhalb.

e Die Beschriftung steht nicht unmittelbar an der Linie, sondern halt einen Abstand zu ihr,
der eine Minimaldimension nicht unterschreiten darf.

e Langere Linien werden mehrfach in etwa gleichen Abstdnden beschriftet.

Die Grundlage fir die Suche der optimalen Schriftpositionen ist wie bei den punkthaften Kar-
tenelementen eine Kombination aus dem globalen Bedeutungsgebirge und einer linienspezifi-
schen Geometrie. Diese Geometrie wird wegen ihrer Form Bedeutungstal genannt. Dieses Tal
folgt dem als bekannt vorausgesetzten Linienverlauf. An gestreckten Linienteilen besitzen die
Pixel geringere Werte, das heif3t, die Talsohle liegt tiefer. Je starker die Krimmung der Linie ist,
desto groBRer werden die Pixelwerte und erschweren dort die Schriftplatzierung. Alle Bereiche
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auBerhalb des Tals werden mit maximalen Pixelwerten belegt und damit fur Schrift gesperrt.
Die Form des Talquerschnitts bestimmt die Starke, mit der die Schrift an den vorgegebenen
Linienverlauf gebunden wird. Ein V-formiger Querschnitt bindet die Schrift sehr stark an die
vorgegebene Linie. Ein U-férmiger oder ein kastenformiger Querschnitt belésst eine grofere
Freiheit, aufgrund des Kartenhintergrundes die beste Position beiderseits der Linie zu suchen,
siehe Abbildung 4.3. Ein durch einen Ricken in der Mitte zweigeteiltes Tal (W-formig) ver-
hindert Beschriftungen auf der Linie selbst und l&sst die Festlegung eines Mindestabstandes
von der Linie zu.

maximale GrolRe der Maske

vorgegebene
Profilbreite

Abbildung 4.3: Maske fur die Definition des Bedeutungstales. Das schraffierte Profil wird auf
gerader Strecke verwendet. Die weillen Querprofile werden zusétzlich an Linienkrimmungen
verwendet.

Die Breite des Bedeutungstales sollte der Signaturbreite angepasst werden. Bei einfachen Li-
nien l&sst sich dadurch eine Maximaldistanz zwischen Linie und Schrift vorgeben. Bei Dop-
pellinien wird eine eventuell unerwiinschte Schriftposition auBerhalb verhindert. Zusétzlich
kann bei Doppellinien die Tiefe des Bedeutungstales so abgestimmt werden, dass die in der
Karte vorhandene Signatur die Schriftposition malRgeblich beeinflusst. Aus dem vorgegebenen
Querprofil wird eine ,,Schablone“ geformt, die vom Anfang zum Ende der Linie gefihrt wird
und gewissermalien das Tal ausschirft. Die ,,Schablone* ist ein digitaler Filter, der an jeder Pi-
xelposition entlang der Linie dem globalen Bedeutungsgebirge tberlagert wird. Bei geradem
Linienverlauf wird so ein Querprofil neben das andere gelegt und ein gleichméRig geformtes
Tal gebildet. Bei Linienkrimmungen liegen die Querprofile nicht mehr parallel zueinander.
Es entstehen daher Klaffungen, die bei der Bildung der Talform ohne weitere Modellierung
undefiniert blieben. Diese Tatsache wird ausgenutzt, um kriimmungsabhéangig die Talsohle an-
zuheben. Der digitale Filter enthalt nicht nur das vorgegebene Querprofil, sondern auch eine
Reihe von daneben liegenden, flacher werdenden Querprofilen, die wie ein Talschluss die Ein-
tiefung des Tals beenden, siehe Abbildung 4.4. Die Form des Filters ist nur ,,nach hinten* in
Richtung auf das bereits geformte Tal ausgebildet. Bei geradem Tal bleiben diese zusétzlichen
Querprofile unberiicksichtigt. Erst wenn Klaffungen auftreten, also wenn in einer Linienkrim-
mung undefinierte Pixel stehenbleiben, werden sie von den zusatzlichen Querprofilen belegt.
Je stérker die Krimmung ist, desto breiter werden auch die Klaffungen und desto flachere
Querprofile mit hohen Pixelwerten sind am Auffillen beteiligt. Als Ergebnis wird die Platzie-
rung umso starker verhindert, je mehr die Linie gekrimmt ist.

Das fertige Bedeutungstal ist die Basis fiir die Suche der besten Schriftpositionen. Die in drei
Schritten ausgefiihrte Suche hat das Ziel,

e die Stellen entlang der Linie zu finden, an denen der Name wiederholt geschrieben wird,

e in der Umgebung der Wiederholungspunkte diejenigen Stellen zu finden, die die besten
Schriftpositionen bieten
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Benutzung weiterer Profile
bei Linienkrimmungen

benutztes Profil
auf gerader
Strecke

vorgegebener
Linienverlauf

Maske zur Erzeugung des Bedeutungstales

Abbildung 4.4: Verschieben der Maske entlang einer Linie. Auf dem geraden Liniensttick wird
nur ein Querprofil pro Position fir die Talbildung verwendet. An Linienknicken entstehen
Klaffungen zwischen den Hauptquerprofilen. Zum Auffullen der Klaffungen werden weitere
Querprofile, die das Tal weniger tief aushilden, hinzugenommen (dichtere Schraffur).

e den Abstand des ersten Wiederholungspunktes vom Linienanfang zu bestimmen.

Im ersten Schritt wird an jeder Pixelposition entlang der Linie die Wertigkeit fir die Platzie-
rung festgestellt. An der betreffenden Linienposition wird die Schrift entlang des Querprofils
liber die ganze oder halbe Talbreite verschoben und die beste Position gesucht. Diese meist
neben der Linie liegende Position und die dort ermittelte Wertigkeit werden fiir den untersuch-
ten Linienpunkt gespeichert. Dann wird das Verfahren beim néachsten Linienpunkt wiederholt.
Am Ende gibt es flr jedes Linienpixel eine zugehdrige Schriftposition und Wertigkeit, siehe
Abbildung 4.5.

Im Standardfall kann die von einem Schriftzug Gberdeckte Flache als Rechteck angenommen
werden. Wenn sich die Schrift besonders gut der Linie anschmiegen soll, muss an jeder zu pri-
fenden Position eine kreisbhogenférmige Standlinie fur die Schrift festgelegt und bei der Be-
stimmung der Wertigkeit beriicksichtigt werden. Im einfachsten Fall kann dieser Kreisbogen
durch drei Punkte auf der Linie, ndmlich am Beginn, in der Mitte und am Ende des Schrift-
zuges, festgelegt werden. Die Parameter zur Definition der Standlinie missen dann fiir jede
Position einzeln zwischengespeichert werden. Eine weitere Verfeinerung des Modells, z.B.
hinsichtlich S-formiger Standlinien, ist denkbar.

Im zweiten Schritt werden die mdglichen Verteilungen entlang der Linie ermittelt. Die geome-
trischen Vorgaben sind der Abstand der Beschriftung und die erlaubte Abweichung von den
Sollpositionen. Das Ziel der Suche in diesem Verfahrensschritt ist die Ermittlung der Position
der ersten Beschriftung. Die Positionen der anderen Beschriftungen liegen, abgesehen von den
erlaubten Verschiebungen um die Sollpositionen, durch den vorgegebenen Abstand fest, siehe
Abbildung 4.6.

Zunachst wird das erste Linienpixel als erste Schriftposition angenommen. Die anderen Schrift-
positionen ergeben sich aufgrund der vorgegebenen Abstande. Nun wird unter Berlcksichti-
gung der erlaubten Verschiebungsbetrdge die minimale Summe aller von Schrift Giberdeckten
Bedeutungspixel ermittelt. Danach wird die Schriftposition um ein Pixel verschoben und das
zweite Linienpixel als erste Schriftposition angenommen. Erneut wird die minimale Summe
bestimmt. Diese Summierung wird solange wiederholt, bis die erste Schriftposition einen vol-
len Beschriftungsabstand zurtickgelegt hat. Danach wirden Konstellationen geprift, die be-
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vorgegebene
Achse

o Schriftpositionen, an denen die Pixelsummen
gebildet wurden

beste Schriftposition im jeweiligen Querprofil
und Lage des Schriftzuges

Abbildung 4.5: Positionssuche entlang von Linien, Auswahl der besten Positionen

O--- Abstand --- O

Toleranz, erlaubte Verschiebung

Abbildung 4.6: Schriftabstand und Toleranz entlang einer Linie
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reits untersucht wurden, siehe Abbildung 4.7. Aus den gefundenen Summen wird die minima-
le ermittelt. Diese ergibt die Position der ersten Schrift, also den Abstand vom Linienanfang,
und legt damit die Verteilung der Schriften Uber die ganze Linie fest.

Pixelsumme
€ [ S < W O--- Linie
R O - S O--
O e O - O O
O O R O O
O-----mm-o- O -mm-mmme- O --mmmoeee-
R O - O
R O - O v
zu testende
Lagen des O O e O--mmmn
Beschriftung- O - O S------
musters O------------ - &----
O o) -0
Abstand zwischen zwei Beschriftungen Toleranz

% beste Position bei einer Lage des Beschrifftungsmusters

g getestete Positionen

Abbildung 4.7: Prinzip der Positionssuche an Linien, zu testende Startpunkte fur die Lage des
Beschriftungsmusters.

Im dritten Schritt wird die gefundene optimale Anfangsposition zugrunde gelegt. Fir alle nun
maoglichen Positionen der Schrift werden die Wertigkeit und die Richtung ermittelt.

Die Beschriftungen von Fléachen lassen sich grob in folgende Kategorien einteilen:

e Wenn die Flache in der Karte groRer ist als die von der Schrift beanspruchte Flache,
wird die Schrift meist innerhalb der Flache platziert.

e \Wenn die Fl&che etwa gleich grof? ist wie der Schriftzug; wird die Schrift meist so plat-
ziert, dass sie die Fléache teilweise tiberdeckt.

o Ist die Flache deutlich kleiner als die Schrift, dann steht die Schrift ahnlich wie bei
Punkten neben dem Kartenelement.

Die Bezeichnung ,,Bedeutungsbecken* ist von der muldenférmigen Geometrie des lokalen
Bedeutungsgebirges abgeleitet. Das lokale Bedeutungsgebirge entsteht wie bei Punkt und Li-
nie durch Uberlagerung des globalen Bedeutungsgebirges mit einer vom Benutzer definierten
Geometrie. Diese Geometrie kann wie beim Punkt die Form eines Trichters, der bei Flachen
eher flach ausféllt, oder die Form eines kleinen ,,digitalen Hohenmodells* besitzen. Mit der
Form der Oberflache des lokalen Bedeutungsgebirges lassen sich Bereiche vorgeben, in denen
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Cd, &

urspriingliche Fléche erweiterte FlGche
fir das Uberschreiben
(Pseudofldche)

|:| Beispiele fiir zu priifende Schriftpositionen

Abbildung 4.8: FlachenvergréBRerung zur Steuerung des Uberschreibens.

die Schrift vorzugsweise zu platzieren ist, zum Beispiel in der Mitte. Mit der Lage des Randes
des lokalen Bedeutungsbeckens wird gesteuert, ob Schrift nur innerhalb der Flache oder teil-
weise auch auerhalb stehen darf. Wenn Schrift nur innerhalb stehen soll, dann sind der Rand
des lokalen Bedeutungsgebirges und der Flachenrand identisch. Auf dem Fléchenrand und
auBerhalb erhalten die Bedeutungspixel Maximalwerte und verhindern dort eine Platzierung.
Wenn die Schrift teilweise innerhalb und teilweise auRerhalb liegen soll, wird das Bedeutungs-
gebirge Uber den Flachenrand hinaus gerade um soviel erweitert, dass der Schriftzug nie ganz
auBerhalb der Flache stehen kann, sondern immer noch ein wenig in die Flache hineinragen
muss. Die entstehende groRere Flache wird Pseudoflache genannt, siehe Abbildung 4.8.

Fiiche

Schriftfeld

Rand

Schriftfeld

/S

Abbildung 4.9: Maximale Flachen- und Randiiberdeckung.

Wenn die Schrift gegentiber der Fl&che zu grofl wird, kann es passieren, dass soviel vom FI&-
chenrand Uberdeckt wird, dass die Form der Flache unkenntlich wird oder dass die ganze
Flache unter der Schrift verschwindet. Um dies zu verhindern, missen maximale Rand- und
Flachenanteile, die Uberdeckt werden dirfen, vorgegeben werden, siehe Abbildung 4.9.
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4.3 Suche nach der optimalen Verteilung aller Namen

In der zweiten Phase der Schriftplatzierung wird die optimale Verteilung des Schriftgutes ge-
sucht. Die Suche ist dann am Ziel, wenn die Summe aller von allen Schriften lberdeckten
Pixel des Bedeutungsgebirges das Minimum erreicht hat. Diese Suche ist eine flachenhaf-
te Optimierung, bei der theoretisch alle Kombinationen von Positionen nacheinander gepriift
werden miissen. Diejenigen Kombinationen, bei denen Uberdeckungen auftreten, werden ver-
worfen. Von den verbleibenden wird diejenige gesucht, deren oben angegebene Summe das
Minimum erreicht.

Die Anzahl der zu untersuchenden Kombinationen ist in den meisten Féllen sehr hoch. So gibt
es beispielsweise bei 100 Namen und nur 10 méglichen Positionen pro Namen schon 10100
Kombinationen. Man spricht in einem solchen Fall auch von einer ,,kombinatorischen Explo-
sion”, die auch auf den schnellsten Rechnern nicht handhabbar ist. Es sind daher Strategien zu
entwickeln, die den Suchprozess nachhaltig abkurzen. Insbesondere muss versucht werden, die
Rechenschritte bei einer Erhdhung der Anzahl der zu verteilenden Namen nicht exponentiell
steigen zu lassen.

Zur Losung der Optimierungsaufgabe wird das Verfahren der Linearen Programmierung oder
Linearen Optimierung eingesetzt, das im Kapitel 2 erldutert wurde. Trotz des Einsatzes der
Linearen Programmierung bleibt die Suche nach der besten Verteilung der Schrift ein zeit-
kritischer Prozess. Daher wird eine zusétzliche Suchstrategie eingesetzt, um die Zahl der in
Frage kommenden Kombinationen von Schriftpositionen so klein wie mdglich zu halten. Die
maoglichen Positionen einer einzelnen Schrift lassen sich in zwei Gruppen einteilen: Grup-
pe 1 beinhaltet die Positionen, an denen Konflikte mit anderen Schriften auftreten kénnen, und
Gruppe 2 beinhaltet die Positionen, die nie von einer anderen Schrift gestort werden kdnnen.

Daraus folgt, dass auch im unginstigsten Fall, ndmlich bei einer Blockierung aller Positionen
der Gruppe 1 durch andere Schriften, der Schriftzug an allen Positionen der Gruppe 2 platziert
werden konnte, so auch an der besten Position der Gruppe 2. Daher werden die Schriftposi-
tionen der Gruppe 2 auBer der genannten besten im weiteren Optimierungsprozess nicht mehr
beriicksichtigt.
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Kapitel 5

Anzahlmaximierung von
Intervallen auf einer Geraden

Katharina Bach

Beim Beschriften einer Landkarte (oder anderer graphischer Darstellungen) steht man vor der
Aufgabe, Punkte, die zum Beispiel Stadte oder Berggipfel représentieren, mit Namen, Ho-
henangaben oder anderer Information zu beschriften. Dabei sollte die Beschriftung direkt am
jeweiligen Punkt liegen, horizontal sein, eine einheitliche GréRe haben und sich vor allem
nicht mit anderen Beschriftungen schneiden. Die hier gestellte Aufgabe ist nun, eine maxi-
male Anzahl von Punkten zu finden, die beschriftet werden kénnen, ohne dass sich ihre Be-
schriftungen Uberschneiden, und diese Punkte dann auch zu beschriften. Dieses Problem ist
aber schon fir die Beschriftung mit achsenparallelen Einheitsquadraten NP-schwer [FPT81],
das heifdt, dass man nicht erwarten kann, einen effizienten Algorithmus zu finden, der dieses
Problem exakt 16st. Es ist jedoch, wie im folgenden gezeigt wird, mdglich, einen Faktor-%-
Approximationsalgorithmus hierfur anzugeben, der auch das allgemeinere Problem der Be-
schriftung mit achsenparallelen Rechtecken gleicher Hohe 16st.

Die Lésung eines Beschriftungsproblems kann betrachtet werden als maximale unabhéngige
Menge (MUM) auf einem Rechtecksschnittgraphen (RSG) G(V,E), in dem jedes Rechteck
durch einen Knoten (V) reprasentiert wird und je zwei Knoten durch eine Kante (E) verbun-
den werden, falls sich die jeweiligen Rechtecke schneiden. Zusétzlich sollen die Rechtecke
achsenparallel sein, die gleiche Hohe haben, und eine Ecke jedes Rechtecks soll auf dem da-
zugehdrigen Punkt liegen. Es stehen also flr jeden Punkt vier Rechtecke zur Auswahl. Dies ist
das sogenannte 4-Positionen-Modell der Punktbeschriftung, sieche Abbildung 5.1.

Ein Faktor-%-Approximationsalgorithmus fur eine MUM auf einem RSG lésst sich angeben,
wenn man das Problem in der Ebene folgendermalen in ein eindimensionales Problem um-
wandelt:

1. Man unterlege die Ebene mit horizontalen Spief3en im Abstand der Héhe der Rechtecke.
So wird jedes Rechteck von genau einem SpieR durchstochen und kann als Intervall auf
dem Spiel} gekennzeichnet werden. Gesucht wird nun eine MUM auf diesen Intervall-
schnittgraphen.

2. Mithilfe eines Algorithmus fiir MUM auf Intervallschnittgraphen berechne man die ma-
ximale Anzahl sich nicht berschneidender Intervalle auf jedem SpieR.
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4-Positionen-Modell Rechtecksschnittgraph

Maximale unabhéngige Menge

Abbildung 5.1: Eine Beschriftung von Punkten mit Rechtecken im 4-Positionen-Modell, der
zugehorige Rechtecksschnittgraph und eine maximale unabhéngige Menge.

3. Nun verwandelt man die erhaltenen Intervalle wieder in Rechtecke, indem man jeden
zweiten Spie wahlt. So erhalt man zwei Mengen von sich nicht tberschneidenden
Rechtecken, von denen man die gréRere auswahit.

Man hat auf diese Weise mindestens die Halfte der maximalen Ldsung erwischt, da ja auch
die Rechtecke der maximalen Lésung aufgespiet wurden. Falls sie gleichmaRig Uber gerade
und ungerade Spiele verteilt sind, wird mit der beschriebenen Methode die Halfte von ihnen
erfasst. Sind sie ungleichmaRig verteilt, so wird durch die Wahl der SpieRe, auf denen die
Mehrzahl liegt, eine Ausbeute von lber 50% gemacht. Natirlich kénnen nun in den freien
Raum zusatzliche Rechtecke gelegt werden, um die Ausbeute zu vergréiern.

Eine andere Mdglichkeit, das Ergebnis sicher zu verbessern, besteht darin, MUM von Recht-
ecken auf zwei benachbarten Spiefen zu bestimmen. In [AvKS98] wird dafir ein Algorithmus
vorgestellt, der auf dynamischem Programmieren (mehr dazu in Abschnitt 5.2) beruht. Bei
der Rickwandlung hat man drei Mdéglichkeiten der Plazierung und somit einen Faktor von %
Die Anzahl der benachbarten Spiel3e 18Rt sich beliebig erhdhen, so dass z.B. bei vier Spie-
Ben bereits ein Faktor von ‘5‘ erreicht wird. Allerdings steigt die Rechenzeit exponentiell mit
der Anzahl der benachbarten Spielie, fir die gemeinsam eine MUM berechnet werden soll

[AVKS98].

5.1 Greedy-Algorithmus

Da nun das Verfahren bekannt ist, wie durch Reduzierung und Rickverwandlung des RSG um
eine Dimension eine unabhéngige Menge gefunden werden kann, die mindestens halb so groR
wie eine MUM ist, bleibt die Beschéftigung mit dem Algorithmus, der die entsprechenden
Intervalle liefern soll. Der Algorithmus fir MUM auf Intervallschnittgraphen (siehe Abbil-
dung 5.2) ist ein einfacher sogenannter Greedy-Algorithmus (greedy, engl.: gefraRig, d.h. was
er einmal gespeichert hat, bleibt in der Losung). Er sortiert die Intervalle nach rechtem End-
punkt in nicht-absteigender Reihenfolge, speichert das Intervall mit dem kleinsten Index in der
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Sich schneidende Intervalle

1 0 4 e g

Maximale unabhéngige Menge

Intervallschnittgraph

Abbildung 5.2: Eie Menge sich schneidender Intervalle, eine maximale unabhéngige Teilmen-
ge und der entsprechende Intervallschnittgraph.

Lésungsmenge 1* und l6scht dann alle Intervalle, die das gespeicherte schneiden. Nun spei-
chert er von den Gbrigen Intervallen wieder das mit dem Kkleinsten Index (also dessen rechter
Eckpunkt am weitesten links liegt) und I6scht alle Intervalle, die es schneiden. Dieser Vorgang
wird wiederholt, bis alle Intervalle entweder in 1* oder gestrichen sind.

Satz 5.1 I* ist unabh&ngig und maximal.

Beweis. Da sich die Unabhéngigkeit aus der Vorgehensweise direkt ergibt, bleibt die Maxi-
malitét zu zeigen. Sei | eine maximale unabhdngige Menge und sei n = |I*|. Wir untersuchen
beide Mengen von links nach rechts. Aufgrund der Konstruktion von 1* folgt induktiv, dass fur
i=1,...,nder rechte Endpunkt des i. Intervalls in I hochstens so weit links liegen kann wie
der des i. Intervalls in I. Gélte nun [I| > n, so lage das (n+1). Intervall von | aufgrund der
Unabhéngigkeit von | rechts vom n. Intervall in I, also aufgrund der letzten Feststellung rechts
vom letzten Intervall in I*. Aber dann wére es nach der oben beschriebenen Konstruktion in 1*
aufgenommen worden.

5.2 Gewichtete Intervalle

Es ergibt sich aber nun ein weiteres Problem: In einer MUM werden sich vor allem die relativ
kurzen Intervalle befinden, da sie eine gréfRere Kardinalitat der Menge ermdglichen, so dass
Punkte mit langer Beschriftung, obwohl sie vielleicht wichtig sind, benachteiligt werden. Den
Punkten, und somit den entsprechenden Intervallen, soll also nun eine Gewichtung zugeordnet
werden, um dann eine unabhangige Teilmenge der Intervalle zu finden, deren Gesamtgewicht
maximal ist. So eine Teilmenge nennt man maximal gewichtete unabhangige Menge (MGUM).

Der von Hsiao, Tang und Chang hierfurr vorgeschlagene Algorithmus [HTC92] basiert auf dem
Prinzip des dynamischen Programmierens. Das Problem der maximalen Gewichtung wird also
in kleinere Gewichtungsprobleme unterteilt, indem alle Mengen von sich nicht schneidenden
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w1 =06 Wg=7 w7y =4 Wi =7

k=6

S1 = {il, ie} W(S ) =6+5=11 X(G) = {31,32733,34, 35}
So={inigl  W(Sp)=4+5=9 MGUMI(6) = Ss
Se={iais}  W(S3)=9+5=14 X(6) = w(Ss) = 18
Se—{inie)  W(Ss)

Sy = {il, i4, ie} W(S )

Abbildung 5.3: Bezeichnungen fur den Algorithmus von Hsiao et al.

Intervallen der Ausgangsmenge in Teilprobleme zusammengefasst werden. Durch Erweite-
rung der Losungen der Teilprobleme wird dann das urspriingliche Problem gelést. Es soll nun
also die Art des Zusammenfassens, dann der Zusammenhang zwischen Teillésung und Ge-
samtlésung und schlieflich die Art der Erweiterung festgelegt werden:

Definition 5.1 Sei | = {iy, iz,...,in} eine Menge gewichteter Intervalle mit iy =]ay, by| fur
1 <k < n. Dabei sei ak der linke, by der rechte Endpunkt von ix und wy seine Gewichtung.
Die Intervalle seien in nicht-absteigender Reihenfolge nach rechtem Endpunkt geordnet. Fir
eine unabhéngige Teilmenge S von | sei w(S) die Summe der Gewichte der Intervalle in S. Die
Menge aller unabhédngigen Teilmengen S von | mit hdchstem Index k sei X (k). Sei MGUM(k)
ein maximal gewichtetes Element von X (k) und X (k) seine Gewichtung, siehe Abbildung 5.3.
Sei x(I) die Gewichtung einer MGUM von |.

Lemmab5.1 X(I) =max{x(k)|1<k<n}

Beweis. Geht unmittelbar aus der Definition hervor.

Der Algorithmus soll also die Mengen X (k) bilden und ihre MGUM(K) und x(k) speichern,
um die am hdchsten gewichtete der MGUM(K) zu erhalten. Es gilt dabei, dass sich die ma-
ximale Gewichtung von X(k) zusammensetzt aus wy und der maximalen Gewichtung aller
unabhéngigen Intervalle links von i.

Lemma 5.2 x(k) =wx+max{x(l) | by <ay} firl <k <n

Beweis. 1. Wir zeigen, dass x(k) > wy+max{x(l) | by < ax}.
Sei x(j) =max{x(l) | by <ax}und S =MGUM(j)U{ix}. Dann ist S unabhangig und in X (k).
Also gilt x (k) > w(S) = wi+max{x(l) | by <a}.

2. Wir zeigen, dass X (k) < wy+ max{x(k) | b < ax}.

Sei N = MGUM(K) \ {ix}. Da MGUM(K) unabhéngig ist, ist auch N unabhéngig. Sei ij das
am weitesten rechts gelegene Intervall von N. Nach Definition von N gilt bj < ay und daher
X(J) <max{x(l) | by <ax}. Andererseits ist die Gewichtung von N hdchstens so groR wie die
Gewichtung einer MGUM(j), also w(N) < x(j). Die Gewichtung der MGUM(k) setzt sich
zusammen aus wy und w(N). Also gilt X (k) = wic+W(N) <w+X(]) < wie+max{x(l) | b} <
ak}.

Aus 1. und 2. folgt nun die Behauptung.
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w; =6 Wy =7 w7 =3
wy =4 w5 =3 wg =3
| X() [ B[ V]
a || x(1)=6 00
az || x(3)=9 0|0
a || x(2)=4 0|0
b1 || x(1)=6>p 6 |1
as || X(4)=6+7=13 6 |1
by || X(2)=4<p 6 |1
bz || X(3)=9>4p 9 |3
as || X(5)=9+3=12 9 |3
ba || X(4)=13>1 134
as || X(6)=13+5=18 | 13 | 4
bs [ X(B)=12<p 134
a7 || x(7)=13+4=17 [ 13 | 4
be || X(6)=18> 186
ag || x(8)=184+3=21 |18 | 6
by [ x(7)=17<u 186
bg || Xx(8)=21>y 21| 8

= MGUM= {ig, ie, i4, il}

Abbildung 5.4: Beispieldurchlauf des Algorithmus von Hsiao et al.

Der hierauf aufbauende Algorithmus von Hsiao et al. benétigt zwei temporére Variablen und
ein Feld. Die Variable i speichert die Gewichtung der MGUM der vollstandig gescannten In-
tervalle, v den hdchsten Index dieser MGUM und das Feld x() speichert die Daten wie oben
definiert. Der Algorithmus ordnet die Intervalle in nicht-absteigender Reihenfolge nach rech-
tem Endpunkt und scannt dann ihre Endpunkte von links nach rechts. Einen Beispieldurchlauf
des Algorithmus zeigt Abbildung 5.4. Zu Beginn ist u = 0 und v = 0. Wird ein linker End-
punkt erkannt, so speichert der Algorithmus die Gewichtung des zugehdrigen Intervalls in der
temporéren Variablen x(k), solange bis ein erster rechter Endpunkt gescannt wird. Die Ge-
wichtung des ersten abgeschlossenen Intervalls wird in 1 gespeichert, der Index des Intervalls
in v. Ab hier gibt es zwei Mdglichkeiten:

1. Ein linker Endpunkt wird gescannt: Die Gewichtung des zugehdrigen Intervalls plus p
wird in X (k) gespeichert, da diese Summe ja der zu diesem Zeitpunkt maximalen L&sung
entspricht.

2. Ein rechter Endpunkt wird gescannt: Es wird geprtft, ob x(k) > p oder nicht. Falls ja,
wird p auf x(k) und v auf k gesetzt.

Ist der Vorgang abgeschlossen, kann anhand von | und v sowie der Gewichtungen der Inter-
valle die maximale Losung folgendermalien ermittelt werden: Der Index des ersten Elements
der Lésungsmenge ist der, der zum héchsten Eintrag in i gehért. Man zieht seine Gewichtung
von dem Wert in p ab und sucht in der Liste nach der neuen Gewichtung. Der zugehorige Index
in v nennt das zweite Intervall der Losung, dessen Gewichtung wiederum abgezogen wird. So
verféhrt man weiter, bis 1 den Wert 0 erreicht.
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Satz 5.2 Der Algorithmus von Hsiao et al. liefert in O(n) Zeit eine MGUM von n Intervallen,
falls diese nach rechtem Endpunkt sortiert sind.

Beweis. Nach Lemma 5.1 ist die gesuchte Menge max{x(k)|1 < k < n}. Der Algorithmus
erzeugt jeweils ein tempordares Maximum, indem er nach Lemma 5.2 zur jeweils zur Zeit
maximal gewichteten unabh&ngigen Menge das Intervall mit dem néchsten linken Endpunkt
hinzufigt. Die Unabhé&ngigkeit wird dabei dadurch gewahrleistet, dass nach der Methode des
Greedy-Algorithmus nur jeweils sich nicht schneidende Intervalle zusammengefasst werden.

Der Algorithmus benétigt lineare Laufzeit, da an jedem Intervallendpunkt nur konstant viele
Operationen ausgefiihrt werden.

5.3 Ausblick

Die Aufgabe, Punkte auf der Ebene so mit Schrift zu versehen, dass mdglichst viele Punkte
beschriftet werden, wobei sich die Beschriftung zweier Punkte nicht Giberlappt, kann auch von
diesen Algorithmen nur anndhernd geldst werden. Um auf eine bessere Lésung zu kommen,
ist es sinnvoll, die Anforderungen, die an die Plazierung der Beschriftung gestellt werden, zu
modifizieren. Das Vier-Positionen-Modell, von dem in diesem Artikel ausgegangen wurde,
betrachtet ausschlieflich den Fall, dass genau ein Eckpunkt des Beschriftungsrechtecks auf
dem zu beschriftenden Punkt liegt. So werden von Anfang an nur vier mégliche Positionen
der Beschriftung eines Punktes zugelassen. Eine andere Moglichkeit der Positionierung ist es,
jede Plazierung des Rechtecks zuzulassen, bei der sich der Punkt irgendwo auf dem Rand des
Rechtecks befindet. Das Rechteck kann also um den Punkt herum beliebig verschoben werden.
Solche Beschriftungen nennt man schiebbar (sliding labels). Bei ihnen ist die Anzahl der Posi-
tionen nicht mehr beschrankt. Zwar hat sich auch dieses Problem als NP-schwer herausgestellt
[VKSW99], es wurde aber ein einfacher und effizienter Faktor—% Approximationsalgorithmus
gefunden [VKSW99]. Im Vergleich mit festen Positionsmodellen produziert er 10-15% mehr
Rechtecke, besonders in dichten Gebieten. Wenn also auf die Beschriftung in den klassischen
vier Positionen verzichtet werden kann, ist es sinnvoll, diesen Algorithmus anzuwenden. Al-
lerdings ist er schwerer zu implementieren.
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Kapitel 6

Punktbeschriftung mit Rechtecken
gleicher HGhe

Julia Lécherbach

Die Informationsdarstellung in einer Landkarte, einem Graphen oder einem Diagramm ge-
schieht durch Beschriftung von Punkten, Flachen (Lander, Gebiete) oder Linien (Flisse, Stra-
Ren). Die Beschriftung von Punktmengen tritt in vielen Bereichen auf, in der Geografie zur
Bennenung von Stadten oder zur Angabe der Héhe von bestimmten Orten, in der Analysis
und Statistik zur Durchnummerierung der Punkte in einem Graphen, in der Psychologie und
Soziologie zur Beschriftung eines Diagramms. Die Form der Beschriftung ist gegeben durch
den (imagindren) Rahmen um den Text als ein achsenparalleles Rechteck (der Label).

Es gibt drei grundlegende Anforderungen an eine gute Beschriftung.

1. Um eine eindeutige Zuordnung zu gewéhrleisten, ist es notwendig, den Label moglichst
nah an den entsprechenden Punkt zu platzieren.

2. Zum Verstandnis des Dargestellten sollten sich keine zwei Label tiberlappen und

3. eine lesbare GroRe haben.

Dartiberhinaus gibt es weitere Anforderungen an eine kartographische Beschriftung von ho-
her Qualitat [Imh75, Yoe72]. Die grundlegenden Anforderungen kénnen in einen Algorith-
mus umgesetzt werden, der entweder versucht, moglichst viele Punkte zu beschriften oder die
groBte Schriftgréle zu finden, mit der man alle Punkte beschriften kann. Im Allgemeinen sind
diese beiden Probleme NP-vollstandig [FW91, MS91]. Im Folgenden wird ein Algorithmus
vorgestellt, der mdglichst viele Punkte mit Text einer gegebenen SchriftgréBRe zu beschriften
versucht.

Die Anzahl der moglichen Rechteckpositionen fiir einen Label ist bei den bisher vorgeschlage-
nen Beschriftungsalgorithmen fast immer eine endliche, feste Zahl. In der gangigsten Variante
sind vier Positionen zugelassen, und zwar die, bei der eine der Labelecken den zu beschrif-
tenden Punkt bertihrt [FW91, WW95, WW97]. Die mogliche Anzahl an Positionen kann eins,
zwei, acht oder jede konstante Zahl sein [AvKS97]. Abbildung 6.1 zeigt die zugelassenen La-
belpositionen im ein-, zwei- und vier-Positionen-Modell. Bei der Beschriftung mit acht mdg-
lichen Positionen beriihrt der Punkt entweder eine Labelecke oder die Mitte einer Labelseite.
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Abbildung 6.1: Das ein-, zwei- und vier-Positionen-Modell.

6.1 Greedy-Algorithmus

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus von van Kreveld, Strijk und Wolff [vKSW99] be-
schrieben, der eine Punktmenge mit rechteckigen Labeln gleicher Hohe und beliebiger Breite
versieht, was der Beschriftung mit Text oder Zahlen gegebener SchriftgréRe entspricht. Der
Algorithmus verfolgt die Strategie, immer das Rechteck unter den verbleibenden mdaglichen
zu wahlen, dessen rechte Kante am weitesten links liegt. Es wird gezeigt, dass diese Strategie
mindestens halb so viele Punkte beschriftet wie in einer in diesem Sinne optimalen Lésung.
Dafiir wird O(nlogn) Zeit und O(n) Speicherplatz benétigt. Der Algorithmus ist greedy (eng-
lisch: gierig), weil ein einmal zur Lésung hinzugefigtes Rechteck nicht mehr betrachtet wird.
Er ist eine zweidimensionale Verallgemeinerung des Greedy-Algorithmus fur maximal unab-
héngige Mengen (MUM) auf Intervallschnittgraphen, siehe Abschnitt 5.1 (Seite 39).

Die Strategie des Algorithmus besteht darin, aus der Menge der Rechtecke der noch nicht
beschrifteten Punkte jeweils das linkeste Reckteck herauszusuchen, also dasjenige unter den
maoglichen Rechtecken, dessen rechte Kante am weitesten links liegt (gestricheltes Rechteck
in Abbildung 6.2) und es zur L6sung hinzuzufiigen. Die Label sind topologisch abgeschlossen,
damit automatisch jeder Punkt hochstens ein Label bekommt.

Abbildung 6.2: Beispiel zur Illustration des linkesten Recktecks.

6.2 Approximationsfaktor

Da unsere Zielfunktion die Anzahl der beschrifteten Punkte ist, bezeichnen wir im folgenden
eine Beschriftung der gegebenen Punktemenge P als optimal, wenn sie unter allen Beschrif-
tungen von P die meisten Punkte beschriftet.

Lemma 6.1 Die Greedy-Strategie eine Punktmenge mit Labeln fester Hohe und beliebiger
Breite durch wiederholte Auswahl des linkesten Rechtecks zu versehen, findet unabhangig vom
verwendeten Modell eine Beschriftung, die mindestens halb so groB ist wie die optimale Be-
schriftung.

Beweis. Sei Lqp die Menge der Label in einer festen optimalen Beschriftung. In Le seien die
Label, die vom Greedy-Algorithmus ausgewahlt wurden. Wir fiihren einen Zuschlagsbeweis,
um zu zeigen, dass | Liest | > 3 | Lopt |-
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Abbildung 6.3: Label aus Lies (gepunktet) und aus Lopt (gestrichelt).

Die Menge L ist maximal, d.h. es kann kein weiterer Label hinzugefligt werden, ohne ein be-
reits vorhandenes zu schneiden. Deshalb ist jeder Label in Lop: entweder in Liet oder schneidet
eines aus Lgft, dessen rechte Kante mindestens genauso weit links liegt, sieche Abbildung 6.3.

Jeder Label aus der Differenz Loyt — Ligrt zahlt einen Zuschlag von einem Dollar an einen
Label aus Le, das mindestens so weit links liegt und es schneidet. Und jeder Label aus der
Schnittmenge Lopt N Liest zahlt einen Dollar an sich selbst.

Insgesamt erhalten alle Label aus Lt hdchstens zwei Dollar: Die Label aus L in der Schnitt-
menge bekommen genau einen Dollar. Jeder andere Label in Lt bekommt héchstens zwei
Dollar, d.h. wird hochstens von zwei Labeln aus Loy geschnitten. Denn erstens sind je zwei
Label aus Loyt disjunkt und zweitens muss jeder solche Label, der die rechte Kante eines La-
bels | € Lt schneidet, einen der beiden rechten Eckpunkte von I enthalten. In Abbildung 6.4
wird ein Label aus Lt von zwei Labeln aus Lqpt geschnitten und erhélt somit zwei Dollar.

Abbildung 6.4: Label aus Lyt (gepunktet), das je einen Dollar von zwei Labeln aus Lgpt (ge-
strichelt) erhalt.

Wenn aber jeder Label aus Loyt einen Dollar bezahlt und jeder Label in L ¢ hdchstens zwei
Dollar bekommt, dann gibt es offensichtlich héchstens doppelt so viele Label in Lo wie in

Lieft

An keiner Stelle wird ein bestimmtes Modell vorausgesetzt, deshalb gilt der Approximierungs-
faktor von 3 fiir alle Modelle.

6.3 Implementierung und Laufzeitanalyse

Die folgende Beschreibung des Algorithmus bezieht sich auf das vier-Positionen-Modell, mit
dem eine Menge von n Punkten beschriftet werden soll. Es sei L = {l4,...,In} die Menge der
bereits gesetzten Label mit 0 < m < n. Am Anfang ist L = 0. Die Breite bj des Labels |; ist ge-
geben, die Hohe ist 1 (man kann gegebenenfalls die Skala anpassen). Der Referenzpunkt eines
Labels ist dessen linke untere Ecke, d.h. zu jedem Punkt gehéren vier Referenzpunkte. Nur
die vier Referenzpunkte eines Punktes werden im Algorithmus verwendet, der zu beschrif-
tende Punkt ist im Weiteren unwichtig — ein Punkt wird niemals doppelt beschriftet, da die
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Label sich nicht beriihren diirfen. Somit besteht der Input aus allen Referenzpunkten und den
zugehorigen Labelbreiten.

Ist ein Label I; zur Lésungsmenge L hinzugefiigt, kann innerhalb von I; und in einem dazu
kongruenten Rechteck eine Einheit darunter kein Referenzpunkt mehr liegen. Beide Rechtecke
zusammen bilden das erweiterte Rechteck I;, siehe Abbildung 6.5. Wegen der Greedy-Strategie
kann auch links von [; kein Referenzpunkt mehr liegen.

Abbildung 6.5: Das erweiterte Rechteck i eines Labels besteht aus dem Label selbst (grau)
und dessen unterer Kopie (weil3).

Eine naive Implementierung des Greedy-Algorithmus mit Listen und Arrays wiirde O(n®) Zeit
bendtigen. Eine hohere Effizienz erzielt man durch die Verwendung eines Heaps und eines
Prioritats-Suchbaums als Datenstrukturen, siehe Abschnitt 6.6. Der Heap wird benétigt zur
Bestimmung des néchsten Labels, d.h. des linkesten Recktecks, denn darin wird die Summe
von x-Koordinate und Labelbreite jedes Referenzpunktes gespeichert. Die Wurzel hélt das Mi-
nimum und damit die x-Koordinate der rechten Kante des linkesten Recktecks. Der Prioritéts-
Suchbaum wird mit den Referenzpunkten aller mdglichen Labelpositionen initialisiert. Er wird
zur Aktualisierung des Heap bendtigt, d.h. um Referenzpunkte zu finden, die ungiltig gewor-
den sind, weil sie innerhalb oder links des erweiterten Rechtecks I liegen und entfernt werden
missen.

Solange noch Eintrage im Heap sind, werden folgende Schritte wiederholt:

a) Fuge den néachsten Label, der durch die Wurzel des Heaps bestimmt wird, zur Lésungs-
menge L hinzu.

b) Lésche das Minimum im Heap.

c) Anfrage an den Prioritats-Suchbaum, welche Referenzpunkte ungiiltig werden und L6-
schen der entsprechenden Eintrdge im Heap und im Prioritats-Suchbaum.

Am Schluss wird die Lésungsmenge L mit den vom Greedy-Algorithmus ausgewahlten Labeln
zuriickgegeben.

Nun wird untersucht, welche asymptotische Laufzeit der Greedy-Algorithmus mit Hilfe der
Datenstrukturen aus Abschnitt 6.6 erreicht.

Satz 6.1 Gegeben sei eine Menge von n Punkten. Der Greedy-Algorithmus beschriftet minde-
stens halb so viele Punkte wie eine optimale Beschriftung. Er benétigt dafir O(nlogn) Zeit
und O(n) Speicherplatz.

Beweis. In Lemma 6.1 wurde gezeigt, dass es einen Approximationsfaktor von % fur den
Greedy-Algorithmus gibt. Folgende Uberlegungen fiihren zur Bestimmung der Laufzeit: Der
Heap wird mit n Punkten initialisiert, was O(n) Zeit bendtigt. Die Anzahl der Operationen
ist deshalb begrenzt durch O(n), da auerdem ungiltig gewordene Punkte geldscht werden.
Jede dieser Operationen braucht hdchstens O(logn) Zeit. Die Struktur des Heap kann also
in O(nlogn) Zeit aufrecht erhalten werden. Das Gleiche gilt fiir den Prioritats-Suchbaum, er
wird mit n Punkten initialisiert und es werden spater keine hinzugefugt. Anfragen brauchen
O(k+logn) Zeit und die gefundenen k Punkte werden geldscht und tauchen spéter nicht mehr
auf. Daraus berechnet sich insgesamt eine Aktualisierungszeit von O(nlogn).
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6.4 Andere Modelle

Naturlich ist die Festlegung von vier erlaubten Rechteckpositionen nur eine von vielen Mog-
lichkeiten. Man kann auch nur eine Position zulassen oder acht oder noch mehr. Weiterhin
ist es maglich, die Anzahl der Rechteckpositionen nicht zu beschrénken, d.h. die Rechtecke
mussen nur mit einer Kante den zu beschriftenden Punkt beriihren. Solche Modelle mit einem
Kontinuum von erlaubten Label-Positionen heilen Schieber-Modelle, siehe Abbildung 6.6.
Aber auch hier gilt der Approximationsfaktor von % flr den Greedy-Algorithmus, denn der
Beweis von Lemma 6.1 ist unabhangig vom Modell.

I<——>I -~ B e R—
4S 2S

Abbildung 6.6: Vier-Schieber-, zwei-Schieber- und ein-Schieber-Modell (von links nach
rechts) mit Pfeilen, die die mdglichen Schieberichtungen angeben.

Um auch fiir Schiebemodelle eine Laufzeit von O(nlogn) zu erreichen, muss der Algorithmus
angepasst werden. Einige neue Bezeichnungen werden eingefihrt. Die mdglichen Positionen
fiir den Referenzpunkt eines Punktes p; werden beim allgemeinsten vier-Schieber-Modell dar-
gestellt durch vier Referenzsegmente, zwei vertikale und zwei horizontale. Referenzpunktpo-
sitionen, die nicht mehr maéglich sind, werden durch die rechte Umhllende aller erweiterten
Rechtecke |; begrenzt, siehe Abbildung 6.7. Wegen der nun unbeschrankten Anzahl maoglicher
Referenzpunktpositionen sind mehr Datenstrukturen nétig, um das linkeste Rechteck zu fin-
den und diese Strukturen zu aktualisieren. Die Schritte des Algorithmus bleiben im Prinzip
unverandert, sie sind nur komplizierter, da mehr Datenstrukturen beteiligt sind. Wieder ist die
Laufzeit bei n Punkten durch O(nlogn) begrenzt. Das liegt daran, dass einerseits die Opera-
tionen auf die Datenstrukturen O(logn) bzw. O(k 4 logn) Zeit brauchen und andererseits die
Anzahl der Operationen durch O(n) begrenzt ist.

<
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Abbildung 6.7: Die rechte Umhiillende dreier erweiterter Rechtecke (verstéarkte Linie).

6.5 Vergleich von Modellen

Zwei Modelle werden in ihrer optimalen Lésung unterschiedlich viele Punkte einer Menge von
Punkten beschriften, denn durch eine hdhere Anzahl von zugelassenen Rechteckpositionen ist
die Wahrscheinlichkeit groRer, dass ein Punkt beschriftet werden kann.

Das Verhéltnis zweier Modelle beschreibt, wie viel mehr Punkte mit dem einen als mit dem
anderen Modell beschriftet werden kénnen (mit quadratischen Labeln der GroRe 1 x 1). Zur
Bestimmung des Verhéltnisses zweier Modelle, nimmt man eine optimale Beschriftung an fir

48



das Modell M1 mit der gréReren Anzahl an zugelassenen Rechteckpositionen. Dann tberfiihrt
man M1 in das eingeschrénktere Modell M, durch sukzessive Neubeschriftung der in M; be-
schrifteten Punkte, indem man nach und nach jeden Label in eine Position bewegt, die in M2
zulissig ist. Dadurch entstehende Uberlappungen werden eliminiert durch Entfernen der ent-
sprechenden Label aus der Losungsmenge. Dies macht man solange, bis alle Label aus M1
behandelt wurden.

Beispiel 6.1 Die Uberfiihrung des zwei-Schieber-Modells in das vier-Positionen-Modell ge-
schieht durch Schieben des Labels nach links oder rechts. Man kann zeigen, dass das Verhalt-
nis zwei ist, d.h. theoretisch kénnen doppelt so viele Punkte mit dem zwei-Schieber-Modell
beschriftet werden wie mit dem vier-Positionen-Modell.

Da das Verhaltnis fur quadratische Label gilt, ist es nur ein Hinweis auf die relativen Unter-
schiede der Modelle untereinander. Abbildung 6.9 zeigt die gemessenen Werte einer Imple-
mentation des Algorithmus in C++ zur Beschriftung von 1000 St&dten in den USA, siehe Ab-
bildung 6.8. Die Anzahl der beschrifteten Stadte durch das vier-Postionen-Modell (4P) dient
als Referenzwert.

Abbildung 6.8: Beschriftung von 1000 Stadten in den USA mit dem vier-Positionen-Modell
bei einer Schriftgréfle von zehn Punkt (enthnommen aus [VKSW99]).

Schrift- Modell
groReinpt || 1P | 2P 4P 1S | 2S5 | 4S
51 87 |97 | 100=971 | 101 | 102 | 102
6| 81|95 | 1002952 | 101 | 103 | 103
71 78 194 | 1002901 | 103 | 106 | 107
8| 76 | 94 | 100=896 | 102 | 106 | 106

9| 74|92 | 100=817 | 102 | 108 | 110
10 || 72 | 91 | 100=769 | 102 | 110 | 113
11 || 72 | 91 | 100=721 | 101 | 111 | 115
12 || 70 | 89 | 100=709 | 101 | 112 | 114
13 || 70 | 89 | 100=638 | 101 | 112 | 115
14 || 69 | 89 | 100 =624 | 102 | 111 | 114
15 || 69 | 89 | 100 =550 | 101 | 114 | 117

Abbildung 6.9: Beschriftung von 1000 St&dten in den USA in %, absolute Anzahl angegeben
beim 4P-Modell (entnommen aus [vKSW99]).
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6.6 \Verwendete Datenstrukturen

In diesem Kapitel werden die beiden Datenstrukturen Prioritdtssuchbaum und Heap vorge-
stellt, die bei der Implementation des Greedy-Algorithmus fir das vier-Positionen-Modell ver-
wendet werden. Diese werden bendtigt, um eine Laufzeit von O(nlogn) zu erreichen.

In einem Prioritats-Suchbaum [McC85] werden die Koordinaten von Punkten gespeichert. Die
Struktur des Prioritats-Suchbaums erlaubt eine Anfrage mit den Koordinaten einer vertika-
len Strecke {Xmax} X [Ymin, Ymax], die alle Punkte liefert, die links davon liegen, siehe Abbil-
dung 6.10. Der Baum benétigt bei n Punkten O(n) Platz, eine Anfrage O(k+logn) Zeit, wobei
k die Anzahl der gefundenen Punkte ist.

o

Xmax

Abbildung 6.10: Eine Anfrage mit x-Koordinate xmex  Abbildung 6.11: Ein nicht ganz
und y-Intervall [Ymin,Ymax] @n den Prioritats-Suchbaum  geflllter bindrer Suchbaum mit
liefert alle ausgefilllten Punkte, also Punkte (x,y) mit 13 Knoten und vier Ebenen
X < Xmax UNd Ymin <Y < Ymax- (log,13 < 4).

Ein Heap ist ein Array, der als vollstandiger bin&rer Suchbaum aufgefasst werden kann [CLR96].
Der Suchbaum heif3t binar, da jeder Knoten hdchstens zwei Kinder hat, sofern er Kinder hat,
siehe Abbildung 6.11. Er wird von links nach rechts und von oben nach unten aufgefillt. Da
alle Ebenen — bis auf die letzte mdglicherweise — vollstandig gefillt sind, heillt der Baum
vollstandig. Die Arraydarstellung entspricht der des Baumes insofern als die Reihenfolge bei-
behalten wird, d.h. der i-te Knoten im Baum hat den Index i im Array, die Wurzel z.B. hat
den Index 1. Mit dem Index i eines Knoten kann man auch den Vorganger und die Nachfol-
ger bestimmen. Der vorhergehende Knoten hat den Index 3, der linke nachfolgende Knoten
2i und der rechte nachfolgende Knoten 2i+ 1. Das reduziert den Speicherplatz, da man fir
die Suche keine zusétzlichen Zeiger auf den Elter und/oder die Kinder braucht. Der Speicher-
platz ist begrenzt durch O(n) bei n Knoten. Der Zeitaufwand fir die Basis-Operationen zum
Erhalt der Struktur wie Einfligen und Ldschen von Knoten, Entfernen des Minimums an der
Waurzel (extract-min), sind durch die Hohe des Baumes begrenzt, also durch O(logn). Somit
braucht der Sortieralgorithmus Heapsort, der aus einem beliebigen Array einen Heap erstellt,
insgesamt O(nlogn) Zeit.
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Kapitel 7

Die Beschriftung von Punkten mit
verschieden grof3en Kreisen

Kristina Hanig

Stellen wir uns vor, wir sollen auf einer Landkarte (z.B. der Deutschlandkarte) die Stadte, die
durch Punkte gekennzeichnet sind, mit ihren Namen beschriften. In einigen Gebieten Deutsch-
lands liegen sehr viele Stadte nebeneinander. Wie beschriftet man diese, so dass sich keine
Namen (iberschneiden?

Ein &hnliches Problem ist die Beschriftung von Wetterkarten. Einzelne Regionen des Lan-
des erhalten Symbole fiir Sonne, Regen, Wolken, usw.. Diese Symbole kénnen durch Kreise
dargestellt werden. Und auch diese miissen wieder so angeordnet sein, dass sie sich nicht iber-
schneiden.

Wir formulieren nun das Problem Wetterkartenbeschriftung wie folgt. Sei eine Menge M von
n Punkten p1,..., pn mit LabelgroRen di,...,d, gegeben. Gesucht ist eine Beschriftung von
maoglichst vielen Punkten mit disjunkten Kreisen der gegebenen Grofe in jeweils einer der
folgenden Positionen:

3

Abbildung 7.1: 4-Positionen-Modell fur die Beschriftung von Punkten mit Kreisen.

Als Losung moéchte man ein n-Tupel (b, ...,bn) Uber der Menge {0,1,2,3,4} erhalten, bei
dem mdglichst viele der b; verschieden von 0 sind, wobei b; = 0 bedeutet, dass der Punkt p;
nicht beschriftet wird. Wir betrachten die Kreise als topologisch abgeschlossen, damit sich je
zwei der vier Beschriftungskandidaten eines Punktes schneiden.

Das Wetterkartenbeschriftungsproblem fihrt uns auf das allgemeinere Problem der maximal
unabhéangigen Menge auf Kreisgraphen, bei dem wir nun die zu beschriftenden Punkte nicht
mehr betrachten missen.
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7.1 Mathematische Problemdefinition

Gegeben sei eine Menge von Kreisen D = {D1,...,Dp} in der Ebene mit Durchmessern d;
und Mittelpunkten ¢; = (x;,i). Gesucht ist eine maximal unabhangige Menge (MUM) D' =
MUM(D) von D, d.h. D' C D mit DiND;j = 0 fir alle D; # Dj € 2’ und |D'| ist maximal.
Zwei Kreise Dj und Dj schneiden sich, wenn fiir den euklidischen Abstand ihrer Mittelpunkte
gilt dist(ci,cj) < d'%d‘ Diese Schnittinformation wird im Kreis-Graphen gespeichert, den wir
nun definieren. Zur Illustration siehe Abbildung 7.2.

Definition 7.1 (Kreis-Graph) Ein Kreis-Graph ist der Schnittgraph einer Menge von ver-
schieden groRen Kreisen in der Ebene, d.h. jeder Knoten entspricht einem Kreis, und es exi-
stiert eine Kante zwischen zwei Knoten, wenn sich die zwei zugehdrigen Kreise schneiden.

%C%%gé A\: <7[ \

Abbildung 7.2: Eine Menge von Kreisen und der zugehdrige Kreis-Graph.

MUM ist ein NP-schweres Optimierungsproblem, sogar falls alle Kreise gleich groR sind.
Man kann also nicht erwarten, daf ein effizienter Algorithmus existiert. Der bisher beste Ap-
proximationsalgorithmus fur MUM auf Schnittgraphen von Kreisen beliebigen Durchmessers
erreichte einen Approximationsfaktor von finf [MBH95]. Dies ist schon ein erstaunlich gu-
tes Resultat, denn fiir MUM auf allgemeinen Graphen (gegeben G(V,E), finde V/ CV mit |V/|
maximal und (v,w) & E fir alle v,w € V') hat der beste bekannte Algorithmus nur einen Ap-
proximationsfaktor von O(n'~%) (siehe [EJS01]). Wir stellen hier ein Approximationsschema
vor, mit dem man theoretisch beliebig nah an die optimale Lésung herankommt.

Definition 7.2 (PTAS fir MUM auf Kreis-Graphen) Eine Schar von Algorithmen A¢ heif3t
Polynomialzeit-Approximationsschema (PTAS) fir MUM, falls fir jedes € > 0 der Algorithmus
Ag¢ in jeder Menge D von n Kreisen in Polynomialzeit eine unabhéngige Menge mit mindestens
oz IMUM(D)| Kreisen findet.

Ein solches Schema mit polynomialen Aufwand haben Erlebach, Jansen und Seidel in [EJSO1]
prasentiert.

7.2 Ein PTAS fur MUM auf Kreis-Graphen

Der Algorithmus arbeitet mit dynamischer Programmierung, d.h. das Problem wird in Teil-
probleme desselben Typs zerlegt, die aber kleiner und deshalb leichter zu I6sen sind. Aus den
Ergebnissen der Teilprobleme wird dann die Lésung des Gesamtproblems zusammengesetzt.
Hierflr werden die Kreise nach unterschiedlichen GréRenordnungen sortiert und die Ebene
nach den gleichen GréRenordnungen in Quadrate zerlegt, wobei jedes gréfiere Quadrat Klei-
nere enthalt. Es werden nur noch die Kreise betrachtet, die die Quadrate der gleichen Gro-
Renordnung nicht schneiden. Fiir jede unabhangige Menge groRer Kreise wird eine maximale
unabhéangige Menge kleinerer Kreise bestimmt, die die grolen Kreise nicht schneiden.

Konkret geht das folgendermalien: Sei k > 1 fest. Die Kreise werden so skaliert, dass d =1
der groBte Kreis und dmin der Durchmesser des kleinsten Kreises ist. Die Menge der Kreise

wird in (I + 1) verschiedene Levels unterteilt, wobei | = {IongﬁmJ.
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Abbildung 7.3: Einteilung der Kreise in Levels (entnommen aus [EJS01]).

Der Level j enthilt alle D; mit Durchmesser (k+1)~) > di > (k+1)~U*Y, wobei D; € D
und 0 < j <1, siehe Abbildung 7.3. Fiir jeden Level j mit 0 < j < wird ein Netz in der Ebe-
ne erstellt, welches die Geraden enthélt, die (k+ 1)~ voneinander entfernt sind (vergleiche
Abbildung 7.4). Die v-te vertikale Gerade ist bei x = v(k+1)") und vom Index v; die h-te
horizontale Gerade ist bei y = h (k+ 1)~ und vom Index h.

Definition 7.3 Seien r > 0 und s < k. Die r-ten vertikalen Geraden mit r =v mod k und die
s-ten horizontalen Geraden mits =h mod k heiBen aktiv fir (r,s).
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Abbildung 7.4: Beispiel fiir die Unterteilung der Ebene mit k = 5. Die groBRen Kreise sind
vom Level j, die kleinen vom Level j+ 1. Aktive Geraden sind fett gezeichnet, Kreise, die
diese Geraden schneiden, sind gestrichelt gezeichnet. Ein Kreis vom Level j schneidet nur
eine aktive Gerade, wenn sein Mittelpunkt im grau markierten Bereich liegt. (Entnommen aus
[EJS01].)

Sei D (r,s) die Menge aller Kreise, die durch das Loschen der Kreise entsteht, die eine fir (r,s)
aktive Gerade vom gleichen Level schneiden.
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Der Algorithmus betrachtet alle k2 méglichen Werte fir r und s, so dass 0 < r,s < k. Fiir jede
Mdglichkeit wird eine maximale unabh&ngige Menge in D (r,s) berechnet.

Wir betrachten jetzt das Problem auf dem Level j und fixieren (r,s). Ein Quadrat, das von je-
weils zwei aufeinanderfolgenden aktiven Geraden berandet wird, nennt man j-Quadrat. Auf-
grund unserer Definition von aktiven Geraden gilt:

Lemma 7.1 Fir 0 < j <l istjedes (j+ 1)-Quadrat vdllig in einem j-Quadrat enthalten.

Lemma 7.2 Ein einfaches Packungsargument liefert, dass die Anzahl der disjunkten Kreise
vom Level hdchstens j, die ein j-Quadrat schneiden, durch eine Konstante C beschrénkt ist.

Wir betrachten nur relevante j-Quadrate, d.h. jene Quadrate, fur die 9 (r,s) mindestens einen
Kreis vom Level j aus einem j-Quadrat S enthalt. Ein j’-Quadrat S’ wird Kind von S ge-
nannt, wenn S’ C 'S, j’ > j und es kein relevantes j”-Quadrat S” gibt, so dass S’ € S” C S
und j’ > j” > j. Wahrend der Algorithmus ein relevantes j-Quadrat S verarbeitet, wird eine
Tabelle Ts berechnet. In der Tabelle stehen Paare von Mengen. Die erste Menge M; enthélt
disjunkte Kreise vom Level hochstens j, wahrend die zweite Menge My = Tg(M3) die dazuge-
hérige maximale unabh&ngige Menge disjunkter Kreise in S vom Level mindestens j ist. Fir
jede Menge M disjunkter Kreise vom Level héchstens j wird also die groRte Menge M’ zur Er-
weiterung von M durch Hinzunahme von Kreisen gréBeren Levels in S berechnet. Dies erfolgt
durch Nachschauen in den Tabellen Tg nach den zugehdrigen gespeicherten Mengen, wobei
alle Kinder S’ von S durchlaufen werden. Wurde die Tabelle fiir alle relevanten Quadrate be-
rechnet, bildet man die Vereinigung aller Mengen Ts(0), das ist gerade die zweite Menge, die
zur leeren Menge gehort, fiir alle relevanten Quadrate S, die keinen Vater haben. Das Ergebnis
ist die maximale unabhé&ngige Menge in D (r,s), die in polynomialer Zeit berechnet wird.

Lemma 7.3 Fr ein festes k > 0 ist die Laufzeit dieses Algorithmus polynomial.

Beweis. Bei gegebenen n Kreisen existieren hdchstens n relevante Quadrate, die in polyno-
mialer Zeit berechenbar sind. Fiir jedes dieser relevanten Quadrate werden O(n®) Mengen
berechnet (siehe Lemma 7.2) und fiir jede dieser Mengen O(n)-mal auf die Kinder von S
zugegriffen. Da der Algorithmus fiir k2 mégliche Werte von r und s l4uft, erhalt man einen
Aufwand von O(k?nC+1),

Zusammenfassend gilt:

Satz 7.1 Es existiert ein PTAS fur das MUM-Problem in Kreis-Graphen bei gegebener Kreis-
darstellung.

7.3 Ausblick

Es wurde ein PTAS fiir das MUM-Problem in Schnittgraphen von verschieden groen Kreisen
dargestellt, das fir jede natlrliche Zahl k einen Approximationsfaktor von (1 + Elz) hat und
damit die bisher bestehenden Resultate deutlich verbessert. Dabei wurden keine speziellen Ei-
genschaften der Kreise ausgenutzt. Demzufolge ist das PTAS auch auf andere geometrische
Obijekte, wie z.B. Quadrate oder regulare Polygone anwendbar. Fir Rechtecke ist es auch nutz-
bar, wenn sich das Verhaltnis zwischen Breite und L&nge nicht mehr als um einen konstanten
Faktor andert. Das Problem MUM kann verallgemeinert werden, indem man eine Gewichtung
der Kreise einfiihrt. Das in [EJSO1] beschriebene PTAS 16st die gewichtete Version dieses
Problems. Um die Darstellung zu vereinfachen, haben wir hier nur die ungewichtete \Version
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vorgestellt. Der einzige Unterschied im Algorithmus besteht darin, dass bei der Berechnung
der Tabelleneintrdge beim dynamischen Programmieren das Gewicht der Kreise statt derer
Anzahl als Zielfunktion verwendet wird. Die grundlegenden Ideen sind ansonsten die gleichen
wie die hier vorgestellten.

Unter bestimmten Bedingungen kann man auch PTAS fir MUM auf Schnittgraphen von geo-
metrischen Objekten im d-dimensionalen Raum erhalten.

Es ist noch nicht sicher, ob eine Erweiterung auf Schnittgraphen von Rechtecken mit belie-
bigem Verhéltnis von L&nge und Breite mdglich ist. Es existiert bisher nur ein Approxima-
tionsalgorithmus mit einem Approximationsfaktor von O(logn) [AvKS98]. Ein Algorithmus
mit konstantem Approximationsfaktor (also unabhangig von n) oder gar ein PTAS fir diese
Fragestellung ist ein schwieriges offenes Problem.
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Kapitel 8

Punktbeschriftung mit
gleichformigen Quadrattripeln

Paul Rosenthal und Steffen Rudnick

Die Beschriftung von Punkten auf Karten, geometrischen Zeichnungen oder grafischen Aus-
wertungen verschiedener Sachverhalte ist sehr zeitaufwendig. Vor allem, wenn es sich dabei
um die Beschriftung von vielen Punkten handelt, ist dies ohne Algorithmen, die dann von
Computern abgearbeitet werden kénnen, kaum realisierbar.

Dabei verfolgt man zwei verschiedene Ziele, zum einen die Maximierung der Anzahl der be-
schrifteten Punkte bei vorgegebener Beschriftungsgréfie und zum anderen die Maximierung
der Beschriftungsgrofie unter der Vorgabe, dass alle Punkte beschriftet werden sollen. In die-
sem Kapitel beschéftigen wir uns nur mit der GroRenmaximierung. Zu dieser Zielfunktion gibt
es schon Algorithmen, die Punkte mit einem [FW91] oder zwei [QWXZ00] Quadraten sowie
mit einem [DMMO02] oder zwei Kreisen [WTX02] beschriften.

Die Beschriftung von Wetterkarten mit Temperatur, Wettersymbol und Stadtname oder ahnli-
cher Karten kann dadurch modelliert werden, dass jeder Punkt mit drei achsenparallelen Qua-
draten beschriftet wird. Dieses Problem wird durch einen Algorithmus von Duncan, Quian und
Zhu [DQZ01] geldst, den wir im folgenden vorstellen mdchten. Er berechnet zu n gegebenen
Punkten in der Ebene die gréRtmdgliche BeschriftungsgroRe (Kantenldnge der Quadrate) Spax,
derart, dass sich keine zwei Quadrate schneiden und jedes Quadrat den Punkt, den es beschrif-
ten soll, mit einer seiner vier Ecken berlhrt. Weiterhin findet er auch eine solche Beschriftung
der n Punkte mit 3n Quadraten der Kantenlénge smax. Die Zeitkomplexitat dieses Algorithmus’
betrégt O(nlogn).

Wir betrachten die folgenden beiden Teilprobleme:

Entscheidungsproblem: Man muf} von einer gegebenen BeschriftungsgroRe s entscheiden
kdnnen, ob eine Beschriftung mit Quadraten der Kantenlange s maoglich ist.

Suche nach der groRtmaoglichen BeschriftungsgroRe: Man bendtigt eine moglichst kurze
und effizient berechenbare Liste von mdglichen Beschriftungsgréfien, die auch die ma-
ximale BeschriftungsgroRe smax enthélt. Nach dem Sortieren dieser Liste kann man dann
mittels bindrer Suche und jeweiligem Ldsen des Entscheidungsproblems fur die einzel-
nen Elemente smax finden.
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8.1 Entscheidungsproblem

Es gilt nun festzustellen, ob das Entscheidungsproblem fiir eine gegebene Beschriftungsgrofie
s l6sbar ist. Das heif3t alle Eingabepunkte missen mit je drei Quadraten der Kantenlédnge s
liberschneidungsfrei beschriftet werden kénnen.

Definition 8.1 (Multigraph Gg(P,Es)) Seien an jeden Punkt p € P alle vier moglichen La-
bel mit Kantenlénge s gesetzt. Dann entspricht jedem Punkt p ein Knoten des Graphen. Eine
Kante (p,q) mit p,q € P existiert gdw. sich genau ein Label von p mit einem von ¢ Uber-
schneidet, siehe Typ 1 in Abbildung 8.1. Zwei Kanten (p,q) existieren gdw. zwei Label von p
Uberschneidungen mit Labeln von g haben, siehe Typ 2 in Abbildung 8.1.

p p
® ®
p
®
®
q
® ®
q q
Typ 1l Typ 2 Typ 3

Abbildung 8.1: Uberschneidungstypen

Um das Entscheidungsproblem fir eine Beschriftungsgrée s zu lésen, wird der Multigraph
Gs(P, Es) berechnet. Sobald sich alle vier Label von mindestens zwei Punkten tiberschneiden,
ist keine Beschriftung mit s méglich, siehe Typ 3 in Abbildung 8.1, und der Aufbau des Gra-
phen kann abgebrochen werden.

Wir wollen nun die Lésbarkeit des Entscheidungsproblems bei der Punktbeschriftung graphen-
theoretisch charakterisieren, um es dann mit gangigen Graphenalgorithmen zu lésen. Dazu
bendtigen wir den folgenden Grundbegriff aus der Graphentheorie.

Definition 8.2 (Kreis) Ein Kreis K in einem Graphen ist eine Folge von Knoten p1, p2, ..., Pk
mit p; = p, die fliri =1,...,k—1 durch Kanten (p;, pi+1) verbunden sind.

Seien die Punkte p1,.. ., pk eines Kreises im Graphen Gg(P, Es) mit je drei Quadraten beschrif-
tet und somit je Punkt drei Label gesetzt. Wir charakterisieren nun eine spezielle Form solch
einer Beschriftung, um im anschlieBenden Lemma allgemeine Aussagen lber die Beschriftung
eines Kreises zu treffen.

Definition 8.3 Bilden die Punkte pj,..., pk einen Kreis im Graphen Gg(P, Es), so heilen die
Label dieser Punkte zyklisch angeordnet genau dann, wenn fiir alle Punkte p; gilt, p; hat genau
die drei Label gesetzt, die keine Uberschneidung mit den gesetzten Labeln von p haben, wobei
t=i+1 modk.

Lemma 8.1 Um die Punkte p; des Kreises K beschriften zu kénnen, missen die Label aller p;
zyklisch angeordnet werden. Solch eine Anordnung existiert immer.

Beweis. Angenommen die Label werden nicht zyklisch angeordnet. Dann existiert ein p; € K
mit der Eigenschaft
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e pj_1 setzt einen Label, der einen von p; schneidet, und

e Dis1 Setzt einen Label, der einen von p; schneidet.

Daraus folgt, einer der drei gesetzten Label von p; schneidet einen gesetzten Label von p;_1
oder pj,1. Somit ist die Beschriftung nicht giltig.

Damit wir auch allgemeine Aussagen uber die Beschriftung von Punkten auf3erhalb von Krei-
sen machen kdnnen, charakterisieren wir diese nun.

N

Abbildung 8.2: Der Label I ist K zugewandt

P1

Definition 8.4 Ein Label 11 von p; heilt einem Kreis K zugewandt, gdw.

e p; ¢ K’ fur alle Kreise K’
e esgibt einen Pfad (p1,..., pk) mit px € Kund (pi, piy1) €Esfiri=1,....k—1
e |; schneidet einen mdglichen Label von po.
In Abbildung 8.3 sieht man eine Beschriftung einer Punktmenge mit eingezeichnetem Gra-

phen. Man erkennt auch, dass sich héchstens ein Kreis in jeder Zusammenhangskomponente
befindet.

AN

Abbildung 8.3: Beispiel einer moglichen Beschriftung

Lemma 8.2 Alle Punkte einer Zusammenhangskomponente, welche nicht in einem Kreis lie-
gen, missen die drei Label setzen, die nicht dem Kreis zugewandt sind, um eine giiltige Be-
schriftung zu erhalten.
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Beweis. Angenommen an einem Punkt p1 ¢ K wird der dem Kreis zugewandte Label gesetzt.
Die weiteren Punkte p; missen dann auch immer den dem Kreis zugewandte Label setzen.
Somit setzt auch px_1 einen Label Iy_j, der einen Label I von px € K schneidet. Iy kann kein
Label sein, das wegen der zyklischen Anordnung in K sowieso schon weggelassen wurde, da
sonst px_1 ein Punkt des Kreises sein misste. Somit kann py den Label zu px_1 nicht setzen
und 18Rt ein zweites zyklisch weg. Also erhalt man keine giltige Beschriftung.

A<
Ky p\'\ K,

—

Abbildung 8.4: Beispiel, in dem eine Beschriftung mit der gegebenen Kantenlange nicht még-
lich ist.

Beim Betrachten der Abbildung 8.4 erkennt man sofort, dass keine Beschriftung mit der aktu-
ellen BeschriftungsgréfRe moglich ist. Im Graphen sind innerhalb einer Zusammenhangskom-
ponente zwei Zyklen. Dies fuhrt zu Lemma 8.3.

Lemma 8.3 Eine Beschriftung von n Punkten mit einer Beschriftungsgrofie s ist genau dann
moglich, wenn jede Zusammenhangskomponente des Graphen Gs hdchstens einen Kreis ent-
halt.

Beweis. Wir betrachten zwei Félle.

(i) Gs hat eine Zusammenhangskomponente mit mindestens zwei Kreisen K1, Ks.

a. Falls K1 NKz = 0, so existiert ein Pfad (p1,...,px) mit p1 € K1, pk € Kz und
(Pi, Pi+1) € Es. Nach Lemma 8.2 muf ein pj mit j € {2,...,k— 1} die Label set-
zen, welche nicht Ky und auch nicht K> zugewandt sind. Somit kann p;j nur zwei
Label setzen und eine gultige Beschriftung ist nicht méglich, siehe Abbildung8.4.

b. Falls K1 NKz # 0 so sei p € K1\ K. Dann hat p zwei, dem Kreis Ky zugewandte
Label und miRte nach Lemma 8.2 diese beiden weglassen. Damit ist keine gultige
Beschriftung maoglich.

(if) In jeder Zusammenhangskomponente von G befindet sich hdchstens ein Kreis.

a. Wenn in einer Zusammenhangskomponente genau ein Kreis K existiert, so werden
die Label der Punkte, wie in Lemma 8.1 und Lemma 8.2 beschrieben, gesetzt.

b. In einer Zusammenhangskomponente ohne Kreis wéhle man sich einen beliebigen
Punkt p und setze an allen anderen Punkten der Zusammenhangskomponente die-
jenigen Label, welche nicht p zugewandt sind. An p 1a8t man ein beliebiges (z.B.
grundsatzlich das rechts unten) weg.
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Zum Finden dieser Kreise durchsucht man jede Zusammenhangskomponente des Graphen von
einem beliebigen Startpunkt per Tiefen- oder Breitensuche. Wenn man an einen Punkt gelangt,
den man schon besucht hat, so hat man einen Kreis gefunden. Man streicht die Kante, auf
der man zu dem Punkt gekommen ist, und durchlduft die gesamte Komponente noch einmal.
Findet man einen weiteren Kreis, so ist die Beschriftung mit der GroRe s nicht moglich.

Die Anzahl der Kanten des Graphen Gg ist linear in n und das Feststellen der Anzahl der Kreise
linear in der Anzahl der Kanten. Es folgt also

Korollar 8.1 Bei gegebenem Gs kann das Entscheidungsproblem fiir eine gegebene Beschrif-
tungsgrofe s in O(n) Zeit geldst werden.

8.2 Madgliche Beschriftungsgrofien
Da gezeigt wurde, dass das Entscheidungsproblem lésbar ist, bendtigt man nun eine Liste L

von mdglichen BeschriftungsgroBen s.

Offensichtlich gilt: Bei maximaler BeschriftungsgroRe smax mussen sich die Label von min-
destens zwei Punkten berlihren. Denn wenn dies nicht der Fall wére, kdnnte man smax noch

groRer wahlen.
|
q
2

Abbildung 8.5: Kandidaten fiir die maximale Kantenlange bei der Beschriftung von p und g

Sei dw(p,q) = max{|Xp — Xql,|Yp — Yq|} der Abstand der Punkte p, g in der Maximumsme-
trik und sei dmin(p,q) = min{|Xp —Xq|, |Yp — Yq|}. Abbildung 8.5 zeigt alle moglichen Falle
maximal grof3er Beschriftung zweier Punkte p,q € P. Dies fiihrt uns zu folgendem Lemma.

Lemma 8.4 Es gibt p,q € P, so dass Smax € {d(P,q), %dm(p,q),dmin(p,q)}.

Fiir die n gegebenen Punkte waren dies O(n?) mogliche BeschriftungsgréRen. Wie man in
Abbildung 8.6(a) sieht, gibt es flr jeden Punkt p eine Umgebung B, in der alle Punkte liegen
mussen, welche mit ihren Labeln noch die von p bertihren. Da die Label der Punkte in B in
einem Quadrat C der Kantenlange 6s liegen mussen und sich im Fall s < sy nicht schneiden
dirfen, ist klar, dass C nur 12 Punkte enthalten kann. Aber wir kdnnen diese Konstante mit
einer anderen Argumentation noch weiter senken.

Lemma 8.5 Als mdgliche BeschriftungsgroRen kommen je Punkt nur die Abstande (im Sinne
von Lemma 8.4) zu seinen vier nachsten Nachbarn, gemessen in der d.-Metrik, in Frage.

Beweis. Fr p gibt es vier kritische Punkte, ndmlich die Ecken des Quadrates A mit Kanten-
lange 2s und Mittelpunkt p. Einerseits muss jeder Punkt g, dessen Label die von p schneiden,
einen Label haben, das einen dieser kritischen Punkte enthélt. Andererseits darf jeder dieser
Punkte bei einer gultigen Beschriftung héchstens in einem mdglichen Label eines anderen
Punktes p; liegen, siehe Abbildung 8.6(b), da der Graph G sonst an dieser Stelle mindestens
zwei Kreise enthalten wiirde. Damit kdnnen sich die Label von p nur mit den Labeln dieser
vier Punkte p; berthren, weshalb nur die Abstdnde zu diesen ndchsten Punkten als Beschrif-
tungsgrolRen in Frage kommen.
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Abbildung 8.6: Umgebungen von p mit s < Smax

Lemma 8.6 Die Lange der Liste der moglichen Beschriftungsgrofen L ist linear. Wenn fir
jeden p € P seine vier n&chsten Nachbarn bekannt sind, so ist L auch in linearer Zeit erstellbar.

8.3 Algorithmus

Als erstes wird fur jeden Punkt mit einem Sweepline-Algorithmus eine Liste seiner vier néch-
sten Nachbarn erstellt. Dies benétigt O(nlogn) Zeit. Daraus wird die Liste L der moglichen
BeschriftungsgroRen in O(n) Zeit erstellt und dann in O(nlogn) Zeit sortiert.

Nun beginnt die bindre Suche. Solange in L noch mehr als ein Element steht, wird mit dem
mittleren Element das Entscheidungsproblem geldst. Wenn mit der GroRRe eine Beschriftung
maglich ist, werden alle Kleineren Listenelemente gestrichen. Ansonsten wird das aktuelle und
alle groReren Elemente aus der Liste entfernt. Das Listenelement, welches zum Schluss noch
in L steht, ist die gesuchte groitmdgliche Beschriftungsgrofie Smax.

Mit Smax Wird Gg,, erstellt. Dann werden die Label entsprechend der Lemmata 8.1 und 8.2
gesetzt.

Satz 8.1 Die Berechnung einer Beschriftung von n Punkten mit je drei Quadraten maximaler
Kantenl&nge benétigt O(nlogn) Zeit und O(n) Speicherplatz.

Beweis. Die bindre Suche in L ben6tigt O(log |L|) Schritte und damit nach Lemma 8.6 O(logn)
Schritte. Nach Korollar 8.1 bendtigt die Losung des Entscheidungsproblems fiir eine Beschrif-
tungsgrofe s O(n) Zeit. Da das Entscheidungsproblem O(logn)-mal gel6st werden muf3, be-
ndtigt die gesamte Berechnung von smax und die Beschriftung der Punkte O(nlogn) Zeit. Da
L lineare Lange und Gg eine lineare Anzahl von Punkten und Kanten hat, bendtigt der Algo-
rithmus O(n) Speicherplatz.

8.4 Ausblick

Zur weiteren Maximierung der BeschriftungsgroBe kann man auch annehmen, dass einer der
drei gesetzten Label den Punkt, den es beschriftet, nur mit einer Kante berihren muB. Es ist
also maoglich, je einen Label pro Punkt hin und her zu schieben.
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Wenn man dieses Problem mit dem gleichen Ansatz 16sen wiirde, bendtigte man eine bedeu-
tend langere Liste von mdglichen BeschriftungsgréRen, da nicht nur die Abstande zu den néch-
sten vier Punkten betrachtet werden missten. Aufgrund der Verschiebung der einzelnen Label
koénnen sich auch Punkte, die weit entfernt liegen, auf die Beschriftungsgrofle auswirken. Die
maoglichen Beschriftungsgréfen sind

1 1 1 .
Tdm(p,q), Edw(p,q), Tdmin(p,q), Vp,geP, i={1,...,n},

das heiRt |L| € O(n®). Die Beschreibung eines Algorithmus fir dieses Problem befindet sich
ebenfalls in [DQZ01].
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Kapitel 9

New and Open Problems in
Automated Label Placement

Alexander Wolff

Annotating maps, graphs, and diagrams with pieces of text is an important step in information
visualization that is usually referred to as label placement. The demand for the automation
of label placement has increased with the amount of information to be visualized. The ACM
Computational Geometry Impact Task Force report [Cc99] denotes label placement as an im-
portant research area. Manually labeling a map, for example, is a tedious task that is estimated
to take 50% of total map production time [Mor80].

Like in computational geometry in general, many label-placement problems start with the
sentence “given n points in the plane...”. The first label-placement problem that was considered
by theoreticians is the following. Given these n points in the plane, is it possible to attach to
each of them an axis-parallel unit square, its label, such that each point coincides with one of
the four corners of its label? Just ten years ago Formann and Wagner showed that it is NP-
hard to decide this question [FW91]. So they considered the following maximization problem
instead: what is the largest number ¢ such that all of the given points can be labeled with
squares of edge length ¢? They gave an algorithm that always finds a labeling with squares
of at least half the maximum label size. They also showed that one cannot expect to find an
efficient algorithm with an approximation factor greater than %

Since then there has been a steady flow of publications in automated label-placement, see
Figure 9.1. In this write-up | am going to list some of the problems that have not or only
partially been solved yet. | would be glad if any item from this list catches your attention! If
you need further information, do not hesitate to ask me, or simply check the Map-Labeling
Bibliography [WS96]. From there you can download many papers.

9.1 Approximation factors to improve

So far approximation algorithms have only been given for labeling points. This may be due
to the fact that for polylines and polygons the target function is not as obvious as for points,
where you usually want to maximize the size of labels, the number or the weight sum of
points that can be labeled without intersection. Size maximization, though not as relevant as
the other two target functions, usually gives rise to very nice geometric algorithms and proofs,
see e.g. [SK02, WTX02]. Number maximization is related to the maximum independent set

63



30

20 = - F
15 = -
10 -

5_ =

0 [l - T r{}TF T T T T T

1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005

Abbildung 9.1: Number of publications about automated label placement over time.

problem (see Chapters 5 and 7 as well as [AvKS98]). Similarly, weight maximization is related
to the maximum weight independent set problem (see Chapter 5) and to scheduling problems
[PSSWO01]. While geometry still plays a role in number maximization, weight maximization
is rather combinatorial in nature.

Size maximization of sliding square labels. Consider the problem of Formann and Wagner,
where the restiction on the label position is relaxed in that now a label can touch its point
anywhere on the label boundary. These are so-called sliding labels as opposed to fixed-position
labels. The decision problem, i.e. can a set of points be labeled with sliding unit squares, is NP-
hard [vKSW99]. While there are papers on maximizing the number [vKSW99] or weight sum
[PSSWO01] of the points that receive a (sliding) label, so far the only approximation algorithm
for maximizing the size of axis-parallel square labels is actually the algorithm of Formann and
Wagner. It is based on the simple observation [ZQ02] that each optimal solution for sliding
squares can be mapped to a labeling where labels are half the size and touch their point with
a corner. Thus Formann and Wagner’s algorithm has an approximation factor of % for this
problem. By generalizing the algorithm of Formann and Wagner to eight label positions, one
gets a better mapping and thus a factor—% approximation algorithm with the same time bound,
i.e. O(nlogn). Very recently a factor-% approximation algorithm for the problem has in fact
been suggested [QZ02], but its running time of O(n?logn) seems to be suboptimal.

Variants of the problem, where labels can additionally have arbitrary orientation, have also
been studied [DMM*97, ZQ02].

Size maximization of circular labels. For maximizing the size of circular point labels the
currently best algorithm has an approximation factor of Tle [DMMO02]. However, the algorithm
is pseudo-polynomial and the proof of its correctness is rather complicated, while the NP-
hardness proof in [SWO01] suggests that there is room for improvement. | conjecture that a
factor anywhere between £ and 3 should be possible.

Number maximization given points on a line. Recently the problem of labeling points on
a given line (horizontal or sloping) has been considered [GIM*01]. In that paper the size of
square or rectangular labels is maximized. It should be possible to improve some of the given
time bounds, but maybe it is more interesting to turn to other target functions: Can you give
exact or approximate solutions for maximizing the number of points on a line that can be
labeled given fixed-position or sliding labels?
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Weight maximization. What about maximizing the weight sum, if points have weights?
There is an article on weight maximization given sliding unit-height labels and points on a
horizontal line [PSSWO01], but in that article labels are intervals, i.e. they can only be placed
on the line, not both above and below. In spite of that the authors achieve only a factor (1+¢€)-
approximation. Can you give an exact algorithm or show that the problem is NP-hard? Can you
improve upon their factor (2+ ¢€)-approximation for points in the plane? There is a polynomial-
time approximation scheme maximizing the number of labels that receive unit-height labels,
both in the case of fixed-position [AvKS98] and sliding labels [vKSW99].

Maximum (weight) independent set. This is related to the previous item. Erlebach et al.
recently settled a long-standing open problem by giving a polynomial-time approximation
scheme for maximum-weight independent set on intersection graphs of axis-parallel squares
[EJSO1]. However, their result does not carry over to rectangles. So far only a factor-O(logn)
approximation algorithm for this problem is known [AvKS98, 1tu99], but it seems very hard to
come up with anything better.

9.2 New problems

I am continuing the list with problems that I always would have liked to solve myself but either
failed or didn’t find the time to... The combination of graph drawing and label placement that
is addressed under the title “Subway labeling” is the most important open problem from a
practical point of view.

Subway labeling. Suppose you are given the subway network of a city as a (geometric)
graph, and a set of directions that you can use to draw the lines (e.g. 0°, 45°, 90°), how would
you draw the subway map? There is a very nice recent paper on this problem [CdBvD*01].
However, it does not consider two additional problems:

e How can subway stations be moved from their true geometric positions to positions that
help straightening the subway lines?

e How can the above problem, which is a graph-drawing problem, be combined with the
problem of labeling the subway stations?

Any approach to combining graph drawing and label placement would be extremely valuable
for many practical applications, see Figure 9.2 for a beautiful example. However, | am only
aware of one, very recent publication [KMO02] that tries to tackle this important problem.

The subway-labeling problem could of course also be considered in isolation: given a poly-
gonal area that is delimited by a few subway lines, how can you label all stations within this
area? Related literature: there is a heuristic for labeling graph drawings [KT97] and a paper on
elastic labels (i.e. labels of fixed area, but flexible height and length) that must be placed on
the perimeter of a map [IL98].

Balloon Labeling. You are given a (possibly very dense) set of points in the plane and for
each a label (e.g. a unit disk). All points must be labeled, but in general there won’t be enough
space to attach the labels directly to their points. Thus you must use so-called leader symbols,
straight line segments or arrows that connect a point with its label. In other words: strings that
connect points with their balloons. Now you might want to minimize

e the average string length,
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Abbildung 9.2: The commuter-train network of Copenhagen, see www. dsb. dk/ st og.
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e the maximum string length, or

e the sum of all string lengths.

Deciding whether a point set can be labeled using unit disks without leaders is NP-hard
[SWO01], so you cannot expect to find optimal algorithms for these problems. Can you find
approximations or good heuristics? An incremental heuristic that is being used by a small GIS
company near Greifswald is based on a physical model: you have repelling forces between the
labels (as between electrons) and attracting forces between a point and its label (as between an
electron and a proton). Any solution to this problem should be implemented and compared to
this heuristic on real-world data.

Besides the direct application, e.g. for labeling dense scatter plots or oil drill-holes (see [Zor97]
for examples), solutions to this problem might also be used for labeling small areas of land,
e.g. in land-use or geological maps. In that case a good representative point for each area must
be determined before applying the balloon-labeling program.

Interactive 3D-labeling. You have a 3D-object that the user can rotate into various direc-
tions. Some points on this object are labeled so that the user always knows which part (s)he
sees. You must anticipate possible collisions between labels and then shift them smoothly in
such a way that they never overlap (too much). Labels that are distant from the user should
become smaller and might also have a lower priority than closer labels.

Area labeling.  Although this problem is not new of course, there is no “nice” geometric
algorithm for it so far. Previous attempts either simply compute the maximum-size inscribed
rectangle of given aspect ratio [VR89, AIK89] or compute an estimate of a good baseline for
the label text. The baseline is either derived from the medial axis [AF84] or it is the result of
an incremental process that generates and then evaluates arcs between pairs of points on a grid
that gets finer in each iteration [PF96].

Layer labeling. Suppose you want to label points with given fixed-size labels, but you cannot
place all of them, then you could partition the points into several layers (as in a geographic
information systems or in VVLSI layout) and then label each layer seperately, such that labels
of one layer don’t intersect while labels of different layers may. What is the minimum amount
of layers (or screens between which the user can swap)? Since the one-layer problem is NP-
hard [FW91], you will have to look for approximation algorithms.
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